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PRATARME 


Tikimybių teorijos ir statistikos pradmenys dės- 
tomi daugelio Europos valstybių bendrojo lavinimo 
mokyklose. Kombinatorikos ir tikimybių teorijos už- 
daviniai sprendžiami per matematikos egzaminą. Šias 
temas pradedama dėstyti ir Lietuvoje. 

Ši mokomoji knyga skiriama tiek mokytojui, tiek 
mokiniui. Joje apibūdinamos pagrindinės kombina- 
torikos, tikimybių teorijos ir statistikos sąvokos, 
sprendžiami uždaviniai, pateikiama uždavinių sava- 
rankiškam sprendimui. Pradėjus mokyti matematikos 
skirtingais lygiais, turėtų atsirasti ir atskiri kiekvieno 
lygio matematikos vadovėliai. Juose turėtų būti ir 
šioje knygoje dėstomos temos. Autorius bandė para- 
šyti tokią mokymo priemonę, kuria bent laikinai ga- 
lėtų naudotis visų dėstymo lygių mokytojai ir moki- 
niai. Tai šiek tiek apsunkins naudojimąsi šia knyga. 
Kita vertus, stengtasi plačiau paaiškinti svarbesnes 
sąvokas - įvykių nepriklausomumą, sąlyginę tikimybę 
ir kitas, taip pat kai kuriuos žymėjimus. Mokytojo 
neturėtų gąsdinti nemažas skaičius teiginių, vadina- 
mų teoremomis. Daugelis jų intuityviai akivaizdūs, 
lengvai iliustruojami pavyzdžiais. Sakykime, Paskalio 
taisyklės galima mokiniams neįrodinėti, o tik paaiš- 
kinti Paskalio trikampio sudarymą. Dėstant B lygiu, 
įrodymų reikėtų pateikti mažiau. Svarbiausia yra pa- 
siekti, kad mokiniai gebėtų savarankiškai spręsti ne- 
sudėtingus uždavinius. Sunkesni uždaviniai pažymėti 
žvaigždute (*). 

Visos čia nagrinėjamos temos buvo dėstomos Vil- 
niaus tiksliųjų gamtos ir technikos mokslų licėjuje. B 
lygiui rekomenduojamos temos išdėstytos šiuose sky- 
reliuose: 1.1, 1.2, 1.3, 2.1-2.5, 2.8, 3.1, 3.2, A lygiui 
siūlomi papildomi 1.4, 2.6, 3.3, 3.4, 3.5 skyreliai. 


Autorius dékoja matematikos mokslu daktarui 
J. Mačiui už vertingus patarimus elementaraus tiki- 
mybių teorijos ir statistikos pradmenų pateikimo 
klausimais, taip pat recenzentui profesoriui Pr. Sur- 
vilai, įdėmiai perskaičiusiam rankraštį ir pateikusiam 
nemažai vertingų pastabų, siūlymų. Leidinyje panau- 
dota keletas recenzento pasiūlytų sudėtinių kombi- 
natorikos uždavinių. 

Pastabas ir siūlymus prašome siųsti šiuo adresu: 


Kultūros ir švietimo ministerija, 
A.Volano 2/7, 
2000 Vilnius 


PRATARMĖ ANTRAJAM LEIDIMUI 


Šiame leidime pakeičiau kai kuriuos žymėjimus, 
patikslinau keleto sąvokų vartojimą, ištaisiau paste- 
bėtas korektūros klaidas. 

Atsižvelgiau į gautas pastabas: įdėjau daugiau 
uždavinių, dažniausiai tai žodiniai uždaviniai, labiau 
orientuoti į sąvokų, teiginių, taisyklių suvokimą, о пе 
į mechaninį skaičiavimą. 

Čia išdėstytos temos po kiek laiko bus įtrauktos 
į naujus aukštesniųjų klasių matematikos vadovėlius. 
Statistikos dalis turėtų būti ženkliai išplėsta ir 
pateikta šiuolaikiškesne forma, naudojant daugiau 
grafinių priemonių, iliustracijų. 

Dėkoju pedagogams bei Matematikos ir Infor- 
matikos instituto kolegoms už vertingas pastabas bei 
pasiūlymus abiem leidimams. 

Aleksandras Plikusas 


SKYRIUS 


KOMBINATORIKOS 
PRADMENYS 


Įvairių sričių specialistams tenka spręsti uždavinius, kuriuose nagrinė- 
jamos skaičių, raidžių ar kitų objektų kombinacijos. Gamykloje reikia paskirs- 
tyti užduotis, atsižvelgiant į turimas stakles, mokykloje sudaryti pamokų 
tvarkaraštį, žemės ūkyje parinkti sklypus pasėliams ir t.t. Kombinatorika ir 
yra matematikos sritis, nagrinėjanti, kiek skirtingų kombinacijų, tenkinančių 
tam tikras sąlygas, galima sudaryti iš nurodytų objektų. Istoriškai pirmieji 
kombinatorikos (kaip ir tikimybių teorijos) uždaviniai buvo susiję su azar- 
tiniais lošimais. Toliau pateikiame konkrečių pavyzdžių, kurie padės geriau 
suvokti kombinatorikos uždavinių esmę. 

Uždavinio sprendimo, teoremos įrodymo, pavyzdžio pabaigą žymėsime 
ženklu m. 


1.1.KĖLINIAI. KOMBINATORINĖ DAUGYBOS 
TAISYKLĖ. GRETINIAI 


KĖLINIAI 


1.1 uždavinys. Keliais būdais galima sustatyti lentynoje vieną šalia kitos 
tris knygas? 

Sprendimas. 1 būdas. Pažymėkime knygas raidėmis A, B ir C. Parašy- 
kime visus galimus knygų sustatymo būdus ir suskaičiuokime juos. Kad ne- 
praleistume nė vieno knygų sustatymo atvejo, sudarykime lentelę - vadinamąjį 
medį (1.1 pav.). 


Pirma Antra Trečia 
knyga knyga knyga 


Galimi sustatymo būdai 


1.1 pav. 


Matome, кад 3 knygas lentynoje galime sustatyti 6 skirtingais büdais, 
kurie surašyti lentelės dešiniojoje skiltyje. 


2 būdas. Dabar samprotaukime kitaip. Reikia užimti tris lentynos vietas. 
Jas pavaizduosime taip: 


ШИЙ ИШ 


Pirmoje vietoje galime pastatyti arba Кпура A, arba knyga B, arba knyga 
C. Todél yra trys pirmos vietos uZpildymo büdai: 


[sil Í | 


Iš medžio (1.1 pav.) taško O matome išeinančias 3 šakas. Kiekvienu iš trijų 
pirmos vietos užpildymo atvejų į antrą vietą galime pastatyti vieną iš dviejų 
likusių knygų, t. y. antrą vietą galime užpildyti 2 būdais: 


KOSSE 


1.1. paveiksle matome, kad būtent šešios (3 x 2) šakos pasiekia medžio stulpelį 
„Antra knyga“. Taigi pirmas dvi knygas galime pastatyti šešiais būdais. Kiek- 
vienu iš šių šešių atvejų trečiai vietai užpildyti lieka viena knyga: 


3 2 1 


ич 


Gautas rezultatas 3 . 2. 1 = 6 atitinka medžio stulpelio „Trečia knyga“ šešias 
šakas. m 

Dabar jau nesunku suprasti, kad 4 knygas galėsime sustatyti lentynoje 
24 skirtingais būdais: 4 . 3.2 . 1 = 24. 


1.2 uždavinys. Futbolo pirmenybėse dalyvauja 12 komandų. Keliais skir- 
tingais būdais jos gali pasiskirstyti vietomis turnyro lentelėje? 


Sprendimas. Pirmąją vietą gali užimti viena iš 12 komandų. Kiekvienu 
iš šių 12 atvejų yra 11 kandidatų į antrąją vietą. Taigi pirmosios dvi vietos 
gali pasiskirstyti 12 - 11 = 132 būdais. Kiekvienam iš šių 132 būdų lieka 10 
kandidatų į 3-iąją vietą ir t.t. Lengva suprasti, kad visos 12 komandų gali 
pasiskirstyti vietomis 12.11.10.9.8.7.6.5.4.3.2.1-479 001 600 
būdų. m 


1.1 apibrėžimas 


Bet kuris tam tikro skaičiaus objektų dėstinys (išdėstymas) vadi- 


namas kėliniu. 


Pavyzdžiai. Knygų dėstiniai ACB ir CAB yra kėliniai. Futbolo komandų 
pasiskirstymas vietomis pirmenybių lentelėje yra kėlinys. 


FAKTORIALAS 


Jau suZinojome, kad: 

1) 3 knygas galima sustatyti lentynoje 3 - 2 - 1 būdais; 

2) 4 knygas galima sustatyti lentynoje 4 -3 - 2 - 1 büdais; 

3) 7 žmonės gali atsistoti eilėje 7 6.5 .4 . 3 .2 . 1 būdais; 

4) 12 komandų gali pasiskirstyti vietomis turnyro lentelėje 
12.11.10....3.2.1 būdais; 

5) n objektų galima išdėstyti vieną po kito n-(n—1)-(n-2). ... 3.2.1 
būdais. 

Daugtaškis rodo, kad dauginti skaičius pradedame nuo natūraliojo 
skaičiaus n ir kiekvienas paskesnis dauginamasis yra vienetu mažesnis už 
prieš jį esantį. Paskutinis dauginamasis yra vienetas. Tokias sandaugas patogu 
žymėti specialiu ženklu. 

1.2 apibrėžimas 
Visų natūraliųjų skaičių nuo n iki 1 sandauga vadinama n faktorialu 
ir žymima n! (skaitome „en faktorialas“; factor lotynų ir anglų kalba 
reiškia daugiklis), t.y.: 
n!i"n-(n-1-(n-2)...-.3.2-.12n-.(n-1). 


Taigi 

1! = 1, 

2! =2 . 1 = 2, 
3123.2.123-.2!-26, 
4-4.3.2.124-.3!z 24, 
5125.4.3.2-.125. 4!= 120, 


61=6.5.4.3.2.1=6. 5! = 720. 

Каі п yra didelis, apskaičiuoti n! reikšmę gana sunku, nes п! didėja labai 
greitai. Pavyzdžiui, 10! = 3 628 800, o 80! > 109 , ir tai jau per didelis skaičius 
kišeniniam skaičiuokliui. Todėl faktorialo ženklą patogu vartoti žymint dide- 
lius skaičius, kurie gaunami sprendžiant kombinatorikos uždavinius. Žinoma, 
faktorialo ženklą ypač patogu vartoti formulėse. 


1.3 uždavinys. Tarkime, kad turime ne mažiau kaip tris knygos A egzemp- 
liorius, ne mažiau kaip tris knygos B egzempliorius ir ne mažiau kaip tris 
knygos C egzempliorius. Tos pačios knygos egzemplioriai visiškai vienodi. 
Keliais skirtingais būdais galima pastatyti lentynoje tris knygas? 
Sprendimas. Kadangi turime bent tris kiekvienos knygos egzempliorius, 

galime sudaryti, pavyzdžiui, rinkinį AAA arba ABA. Beje, rinkinius ABA ir 

AAB laikome skirtingais. Tačiau jei rinkinio AAB vieną knygos A egzempliorių 

pakeisime kitu ir pastatysime toje pačioje vietoje, tai turėsime tą patį rinkinį: 

sąlygoje pasakyta, kad tos pačios knygos egzemplioriai visiškai vienodi. 

Samprotaudami taip pat, kaip ir spręsdami 1.1 uždavinį 2-uoju būdu, matome, 

kad kiekvieną iš trijų lentynos vietų galime užpildyti trimis būdais. Skirtingus 

užpildymo atvejus galime taip pavaizduoti: 


3 3 3 


O visus galimus knygų išdėstymo atvejus rasime daugindami: 
8.8.8 = 27. " 


1.4 uždavinys. Iš Vilniaus į Palangą norime nuvykti per Kauną. Tarkime, 
kad iš Vilniaus į Kauną galime vykti traukiniu arba autobusu, o iš Kauno 
į Palangą — traukiniu, autobusu, laivu arba lėktuvu. Keliais skirtingais 
būdais galime nuvykti iš Vilniaus į Palangą? 
Sprendimas. Kelionę autobusu pažymėkime raide A, traukiniu — Т, laivu 
- L, lėktuvu — O. Vėl nupieškime medį ( 1.2 pav.). 


Kelionės 
Vilnius Kaunas Palanga būdai 


1.2 pav. 


Matome, kad skirtingų kelionės būdų yra 2 . 4 = 8. m 


Dabar jau nesunku suprasti, kaip spręsti tokius uždavinius šiek tiek 
greičiau. Tai ypač svarbu, kai reikia išdėstyti daug objektų. Tada visų galimų 
išdėstymo būdų užrašymas ilgai trunka. Medis padeda suprasti bendrą 
taisyklę, kuria naudojomės spręsdami 1.1 uždavinį 2-иоји būdu ir 1.3 uždavinį. 


KOMBINATORINĖ DAUGYBOS TAISYKLĖ 


Tarkime, kad turime atlikti vieną po kito А kokių nors veiksmų. Jei pirmą 
veiksmą galime atlikti n; būdų, antrą veiksmą - по būdų, trečią veiksmą – n; 
būdų ir taip toliau iki A-tojo veiksmo, kurį galime atlikti n, būdų, tai visus k 
veiksmų galime atlikti 

Пу По“ Па °... ° Np (1.1) 
büdu. 

Indeksus prie raidės n ir daugtaškį vartojame žymėdami bet kurio skai- 
čiaus dauginamųjų sandaugą. Toks ar panašus žymėjimo būdas yra neišven- 
giamas, nors ir atrodo gana sudėtingas. Vartodami visas lotynų abėcėlės raides, 
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galėtume pažymėti tik 25 kintamuosius dydžius, o vartodami indeksus, galime 
pažymėti bet kurį kintamųjų skaičių. Paaiškinsime ir daugtaškio vaidmenį 
(1.1) formulėje. Daugtaškis rodo, kad turime parašyti visus dauginamuosius 
nuo n, iki n, . Pabrėžiame, kad (1.1) formulėje k nebūtinai yra didesnis už З. 
Kai А-2, (1.1) reiškinį suvoksime kaip n, - по. Kai k=1, tai tą reiškinį laikysime 
tiesiog lygiu nį. 

Indeksus vartoti ypač patogu, kai dauginamųjų skaičius yra didelis arba 
tiksliai neapibrėžtas. 


1.5 uždavinys. Automobilio numerį sudaro šeši ženklai: pirmieji trys — lotynų 
abėcėlės raidės, kiti trys — skaitmenys. Tarkime, kad numeriams var- 
tojamos 23 raidės. Kiek galima sudaryti skirtingų automobilio numerių? 
Sprendimas. Kiekvieną iš pirmųjų trijų pozicijų galime užpildyti 23 

būdais, ty. n; = п» = пз = 23. Kiekvieną iš trijų tolesnių pozicijų galime 

užpildyti 10 būdų (mat yra 10 skirtingų skaitmenų). Todėl n, = ns = ng = 10. 

Skirtingų numerių skaičių randame remdamiesi daugybos taisykle: 
пу: no. Nng. па hg ng = 28 · 23 . 28 . 10 - 10 - 10 = 12 167 000. 


Tiesa, dažniausiai atsisakoma Zenklinti automobilius skaitmenų rinkiniu 
000. Tokių numerių, kurių visi trys skaitmenys yra nuliai, o keičiamos tik 
raidės, būtų 

23 . 23 -23 .1.1.1= 12 167. 

Taigi, atsisakius ,nuliniu* numeriu, galima sudaryti 
12 167 000 - 12 167 = 12 154 833 automobilių numerius. m 

Kombinatoriné daugybos taisyklé yra bendras metodas tam tikros baig- 
tinės aibės objektų išdėstymo būdų skaičiui rasti: Sprendžiant kai kuriuos 
uždavinius (skaičiuojant išdėstymo būdus), tą metodą galima supaprastinti. 
Vienas iš daugybos taisyklės atvejų yra kėlinių skaičiaus teorema. 


1.1 teorema 
n skirtingų elementų kėlinių skaičius yra lygus л!. 


Įrodymas. Teorema teigia, kad n skirtingų objektų (knygų, žmonių, 
skaičių, futbolo komandų ir t.t.) galima surikiuoti n! būdų. Tai įrodysime 
remdamiesi kombinatorine daugybos taisykle. Tarkime, kad n objektų statome 
į n vietų. Į pirmąją vietą galime pastatyti bet kurį iš n objektų. Po to, kai 
pirmoji vieta užimta, į antrąją galime pastatyti bet kurį iš likusių n — 1 objektų, 
į trečiąją — bet kurį iš n — 2 objektų ir t.t. Todėl, remiantis daugybos taisykle, 
visas n vietų galima užpildyti 


п-(п-1-С-2)-.-8-92.1-пл! 
büdu. m 


GRETINIAI 


1.6 uždavinys. Keliais būdais i$ 7 knygų galima išrinkti 3 ir pastatyti jas i 
3 lentynos vietas? 
Sprendimas. Remiantis kombinatorine daugybos taisykle, tris lentynos 
vietas galima užpildyti 7 -6 .5 = 210 būdų. ш 
Užrašant sandaugą 7.6. 5, galima vartoti faktorialo simbolį: 
:6:5.4.3:9. ! 
7.6.527 6.5.4.3.2 17 
4-3-2.1 4! 
1.3 apibréZimas 
Bet kuris r (r с n) elementu, paimtu 18 n elementu aibés, déstinys 


vadinamas gretiniu i$ n elementu po r. 


Gretinių iš n elementu ро r skaičius žymimas A; (A - pirmoji prancūzų 
kalbos žodžio arrangement — sutvarkymas — raidė). 

1.6 uždavinyje apskaičiavome, kad А? = 210. 

Matome, kad gretinio sąvoka yra bendresnė nei kėlinio: n elementų 
kėlinys yra gretinys iš n elementų po n. 


1.2 teorema 
Gretinių iš n elementų po r skaičius lygus 
Ë n! 


O<r<n. 


ја (пр) ; 


Įrodymas. Taikysime kombinatorine daugybos taisyklę. Sakykime, 
n-elementės aibės elementus reikia sustatyti į r vietų. Į pirmą vietą galime 
padėti vieną iš n elementų. Lieka n - 1 elementas, ir bet kuris iš jų gali užimti 
antrą vietą. Į trečią vietą уга n — 2 kandidatai ir t.t. Galiausiai į r-tąją vieta 
lieka rinktis elementą iš n – (r — 1) elemento. Remdamiesi daugybos taisykle, 
visas 7 vietų galime užpildyti 

Ar=n.(n-1) < (n-2) <. < (n-r+1) (1.3) 
būdų. 

Kai r < n, (1.3) lygybės dešiniąją pusę padauginę ir padaliję iš (n-r)!, 
gausime: 

_n(n-1)(n-2)-...-(n-r+1)\(n-r)n-r-1)-...-3-21_ n! 
i (n ғ)! | (n-r)U 


A, 


(1.3) formulė yra apibrėžta su visais 1 < r < n. Laikoma, kad AP =1. 
Kai r < п, (1.2) ir (1.3) formulės sutampa. Kai r = n, (1.2) formulė yra tokia: 
„nl 
n ur ы 

Susitarta, kad 0! = 1. Tada (1.2) ir (1.3) formulės sutaps su visais r, 
r-0,1,2,.,n. ш 
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1.7 uždavinys. Studentas per 10 dienų turi išlaikyti 3 egzaminus. Per dieną 
jis laiko ne daugiau kaip vieną egzaminą. Keliais būdais jis gali susidaryti 
tvarkaraštį? 

Sprendimas. Šis uždavinys labai panašus į 1.6 uždavinį, tik čia knygas 
pakeitė dienos, o vietas lentynoje — egzaminai. Vadinasi, reikia rasti gretiniu 
iš 10 elementų po 3 skaičių A3, . Remkimės (1.2) formule: 

! ! .9.8.7! 
АЗ = 10! 10! 10.9.87! -10-9.8- 720. 
(10-3) 7! 7! 
Atsakymas. Tvarkaraštį galima sudaryti 720 būdų. m 


UŽDAVINIAI 

1. Apskaičiuokite: A2 , A} , Аб, Aj. 

2. Valgykloje pietums renkamės vieną iš 3 pirmųjų patiekalų, vieną iš 4 
antrųjų ir vieną iš 2 desertų. Kiek skirtingų pietų galime pasirinkti? 

3. Algirdas susiruošė pirkti kompiuterį, kurį sudaro procesorius, vaizduoklis 

ir spausdintuvas. Parduotuvėje buvo 4 rūšių procesorių, 3 rūšių vaizduoklių 

ir 5 rūšių spausdintuvų. Keliais būdais Algirdas gali sukomplektuoti kom- 
piuterj? 

Į rinkimų biuletenį kuria nors eilės tvarka turi būti įrašytos 6 kandidatų 

į savivaldybės deputatus pavardės. Keliais būdais tai galima padaryti? 

Automobilių parduotuvė prekiauja 4 modelių automobiliais. Kiekvieno mo- 

delio automobiliai yra 6 spalvų ir gali turėti 2 rūšių variklius. Kiek au- 

tomobilių reikia turėti ekspozicijoje norint demonstruoti po vieną kiekvieno 
modelio, kiekvienos spalvos ir variklio rūšies automobilį? 

Kiek yra penkiaženklių skaičių? 

Kiek penkiaženklių skaičių galima sudaryti iš skaitmenų 1, 2, 4, 6, 7, 8? 

Nė vienas skaitmuo sudarytame skaičiuje neturi kartotis. Kiek tų skaičių 

bus lyginiai? 

Futbolo pirmenybėse dalyvauja 16 komandų. Kiek yra būdų joms pasi- 

skirstyti pirmąsias 3 vietas? 

Reikia nudažyti tris namus. Kiekvienam jų galima parinkti vieną iš 6 

spalvų. 

a) Keliais skirtingais būdais tai galima padaryti? 

b) Kiek yra būdų nudažyti namus skirtingomis spalvomis? 

10. Gyvenamųjų namų statybos bendrovė turi aštuonis skirtingus namų pro- 
jektus ir numato statyti namus penkiuose gretimuose sklypuose. 

a) Kiek yra būdų pastatyti skirtingus namus šiuose sklypuose? 
b) Kiek yra būdų išrinkti projektus nereikalaujant, kad šių sklypų namai 
būtų skirtingi? 

11. Iš skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5 sudaromi triženkliai skaičiai. Kiek galima su- 
daryti lyginių triženklių skaičių, turinčių skirtingus skaitmenis? Kiek ne- 
lyginių? I 

12. Daugiakampio viršünes Zymime skirtingomis didšiosiomis raidémis. Kiek 
yra būdų sužymėti 25 lotynų abėcėlės raidėmis trikampio viršūnes? Pen- 
kiakampio viršūnes? 

13. Turite 8 skirtingas poras pirštinių. Kiek yra būdų pasirinkti vieną kairės 
rankos ir vieną dešinės rankos skirtingų porų pirštinę? 

14. Miestus A ir B jungia trys keliai , o miestus B ir C - keturi keliai. Kiek 
yra būdų nuvažiuoti iš A į C per B ir grįžti per B? 


“ж 


no 


e p 
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1.2. KOMBINATORINÉ SUDĖTIES TAISYKLĖ. 
SUDĖTINIAI UŽDAVINIAI 


Nors daugybos taisyklė yra pakankamai universali, esama daug užda- 
vinių, kuriuose neužtenka vien tik pritaikyti šią taisyklę norint iš karto gauti 
atsakymą. 

Pavyzdys. Vazoje yra 6 obuoliai ir 4 kriaušės. Norime paimti du vaisius: 

vieną obuolį ir vieną kriaušę. Tai padaryti galime 6.4 =24 būdais. 

Dabar sakykime, kad norime paimti tik vieną vaisių — obuolį arba kriaušę. 

Suprantama, kad tai galima padaryti 6 + 4 = 10 būdų. Jei vazoje būtų dar 

3 apelsinai, tai vieną vaisių galėtume pasirinkti 6 + 4 3 = 13 būdų. ш 


KOMBINATORINĖ SUDĖTIES TAISYKLĖ 


Sakykime, yra n; pirmosios rūšies elementu, n4 antrosios rūšies elementų, 
., n, k-tosios rūšies elementų. Pasirinkti iš jų vieną elementą (arba pirmosios, 
arba antrosios, ..., arba k-tosios rūšies) galima 
n + hy + ... + п 
büdu. 
Pabrėžiame, kad sudėties taisyklė susijusi su Zodeliu „arba“ (obuolys arba 
kriaušė), o daugybos taisyklė — su žodeliu „ir“ (obuolys ir kriaušė). 


1.8 uždavinys. Močiutė vaikaičiui gimimo dienos proga pažadėjo nupirkti 
elektroninį skaičiuoklį arba laikrodį. Parduotuvėje buvo 5 rūšių skai- 
čiuoklių ir 7 rūšių laikrodžių. Keliais būdais vaikaitis gali pasirinkti 
dovaną? Keliais būdais jis galėtų pasirinkti dovaną, jei močiutė dovanotų 
skaičiuoklį ir laikrodį? 

Sprendimas. Vieną daiktą galima pasirinkti 5 + 7 = 12 būdų, o du 

daiktus 5 . 7 = 35 būdais. ш 


SUDĖTINIAI UŽDAVINIAI 


Matome, kad sudėties taisyklė gana paprasta. Tokius uždavinius, kuriems 
išspręsti pakanka tik sudėties taisyklės, lengvai įveiktume jos ir nežinodami. 
Tačiau dažnai tenka sudėties ir daugybos taisykles taikyti viename uždavinyje. 
Tokius uždavinius vadiname sudėtiniais. 


1.9 uždavinys. Iš miesto A eina 3 keliai į miestą B ir 4 keliai į miestą C. Į 
miestą D iš miesto B veda 5 keliai, o iš miesto C - 2 keliai. Tarp miestų 
Bir C kelių nėra (1.3 pav.). Kiek skirtingų autobuso maršrutų galima 
sudaryti tarp miestų A ir D ? 

Sprendimas. Autobuso maršrutas iš A į D gali eiti arba per miestą B, 
arba per miestą C. Remiantis sudėties taisykle, abiejų rūšių maršrutų skaičius 
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1.3 pav. 


reikės sudėti. Gausime visu galimų maršrutų skaičių. Iš A į B galima vykti 3 
keliais, ir kiekvieną tų maršrutų galima derinti su bet kuriuo iš kelių, einančių 
iš B į D. Todėl, remiantis daugybos taisykle, iš A į D per В galima nuvažiuoti 
3.5 = 15 būdų. Analogiškai apskaičiuojame, kad i$ Ај D per C galima 
nuvažiuoti 4-2 = 8 būdais. Taigi galima sudaryti 15 + 8 = 23 skirtingus au- 
tobuso maršrutus. ш 


UŽDAVINIAI 


15. Kiek yra mažesnių už 1000 natūraliųjų skaičių, kurie dalijasi 15 5? 

16. Kiek yra ne mažesnių už 100 ir mažesnių už 10 000 natūraliųjų skaičių, 
kurie dalijasi iš 57 

17. Įmonės pavadinimui sudaryti pasirinktos 6 skirtingos raidės. Kiek iš jų 
galima sugalvoti įmonės pavadinimų, kuriuos sudarytų ne mažiau kaip 3 
ir ne daugiau kaip 5 skirtingos raidės? 

18. Dešimt draugų susitiko vakarėlyje ir vienas su kitu sveikinosi paspaus- 
dami ranką. Kiek kartų buvo paspaustos rankos? 

19. Kiek yra natūraliųjų skaičių, mažesnių už 1000 ir neturinčių vienodų 
skaitmenų? = 

20. Anglai naujagimiui (berniukui) gali duoti ne daugiau kaip 3 vardus (eilės 
tvarka svarbi). Kiek yra būdų parinkti naujagimiui vardus iš 13 vardų? 


1.3. DERINIAI 


Pavyzdys. Konkurse dalyvaus 3 narių komanda. Kiek skirtingų komandų 
galima sudaryti iš 4 kandidatų? 
Ста eilės tvarka, kuria būtų išrikiuoti komandos nariai, nesvarbi. Mus 
domina tik komandos sudėtis (derinys): kas iš keturių kandidatų pateks 
į komandą, o kas — ne. 
1.10 uždavinys. Keliais būdais skaitytojas gali pasirinkti 3 knygas iš 4? (Kny- 
gų pasirinkimo tvarka skaitytojui nesvarbi.) 
Sprendimas. Jau žinome, kad 4 elementų gretinių po 3 уга 
Аў = 4.3. 2 = 24. Tačiau gretinyje atsižvelgiama į elementų eilės tvarką. Kas 
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kita, jei norime pasirinkti 3 knygas (3 elementus) i$ keturiu, nekreipdami 
démesio j eilés tvarka. PaZyméje knygas raidémis A, B, C, D, sudarome visus 
galimus pasirinkimo büdus: 

ABC, ABD, ACD, BCD. (1.4) 


(Galime neimti arba knygos D, arba knygos C, arba knygos B, arba knygos A.) 
Rinkiniai (gretiniai) ABC ir ACB &iame uZdavinyje laikomi vienodais. Kiekvie- 
nas triju knygu rinkinys i$ keturiu vadinamas deriniu i$ keturiu knygu po 
tris. Deriniu skaičių Zymime raide C su indeksais, šiuo atveju: Сї. Sudarydami 
(1.4) sąrašą, įsitikinome, kad 
2-24. m 

PabréZiame skirtuma tarp gretiniu ir deriniu: gretiniuose atsiZvelgiama 
i elementų (objektų) eilės tvarką, o deriniuose į ja neatsižvelgiama. 

Pradėdami spręsti kombinatorikos uždavinį, pirmiausia turime išsiaiš- 
kinti, reikia ar nereikia atsižvelgti į elementų išdėstymo tvarką. 

Nagrinėjant 1.10 ir panašius uždavinius, patogu vartoti aibių kalbą. Aibių 
ir poaibių sąvokos yra universalios. Visai nesvarbu, ar norime išrinkti tris 
knygas iš penkių knygų, ar tris žmones iš penkių žmonių. Kombinatorikoje 
svarbus tik aibės elementų skaičius, o ne jų prigimtis. Galima kalbėti apie 
aibės 

[A BC, D) 

skirtingus trielemenčius poaibius. Nustatėme, kad keturelementė (nebūtinai 
knygų) aibė turi keturis trielemenčius poaibius. Dabar pateiksime bendrą 
derinio iš n elementų po r apibrėžimą. 


1.4 apibrėžimas 
Objektų rinkinys, kuriame neatsižvelgiama į tų objektų eilės tvarką, 
vadinamas deriniu. Bet kuris n-elementės aibės (nesutvarkytas) 
r-elementis poaibis (r < n) vadinamas deriniu iš n elementų po r. 


Deriniu iš n elementu po r skaičius yra žymimas C;. (Skaitome „се i$ en 
po er“, C — pirmoji prancūzų kalbos žodžio combinaison — derinys — raidė.) 

Dabar išvesime formules derinių i$ n elementų po r skaičiui C; apskai- 
čiuoti. Prisiminkime, kaip radome derinių iš 4 po 3 skaičių 1.10 uždavinyje. 
Žinome, kad kiekvieno trijų knygų rinkinio knygas galime perstatyti 3! = 6 
būdais. Taigi perstatydami kiekvieno rinkinio (derinio) knygas, galime sudaryti 
tokią lentelę: 
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Čia sudarėme visus galimus kiekvieno derinio iš 4 knygų po 3 gretinius, 
todėl jų skaičius lentelėje lygus 


Оў. B= АР 
Taigi 
4! 
с Аа (СЗ 4, 
* 3 83 3 


Panašiai galima apskaičiuoti C; su bet kuriais n ir r. Tai padaryti padeda 
(1.5) formulė. 


DERINIŲ SKAIČIAUS FORMULĖ 


1.3 teorema 
Derinių iš n elementų po r skaičius 
n! 

Р 


Сг , 0<г<п. 
r!(n-r)! 


Įrodymas. Imkime bet kurį r (1 < r < n) elementu derinį iš n elementų 
aibės. Jau žinome, kad yra r! tokio derinio perstatymo būdų. Taip perstatyti 
galime kiekvieną iš C7 derinių. Gausime C; . r! gretinių. Kita vertus, bet kurį 
gretinj iš n elementu po r galime gauti iš kurio nors r elementų derinio. Todėl, 
remdamiesi 1.2 teorema, turime: 


! 
Сї.т\=АГ =. 
(n — r)! 
Padaliję šią lygybę iš r!, gauname: 
n! 
рн e 1<г<п. 
r'(n-r)! 


Liko neapskaičiuotas C? . Susitarkime, kad C? =1. [sitikinsime, kad (1.5) 
formulė tinka ir šiuo atveju. Prisiminę, kad 0! = 1 ir įrašę į (1.5) lygybę vietoj 
r reikšmę 0, gausime C? = 1. Taigi jrodomoji lygybė teisinga su visais r = 0, 
1,2,.,n. m 

Išvada. Derinių iš n elementų po n - r skaičius yra lygus derinių iš 
n elementų po r skaičiui, t.y. 


С ECOL. (1.6) 
Įrodymas. Remkimės (1.3) teorema, imdami vietoj r skai- 
čių n -r: 
"T n! NE MV 
"  (n-DKn-Q-r) (n-r)!r! М 


Išvadą galima įrodyti ir kitaip. Norint rasti, keliais būdais galima paimti 
r elementų iš n elementų aibės, galima suskaičiuoti, keliais būdais galima 
atmesti n —r elementų iš tos pačios n elementų aibės. 
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1.11 uždavinys. Krepšinio komandoje yra 12 žaidėjų. Keliais būdais treneris 
gali iš jų pasirinkti startinį penketuką? 

Sprendimas. Aišku, kad reikia rasti derinių iš 12 po 5 skaičių. Eilės 
tvarka, kuria treneris išvardys 5 žaidėjus, mūsų nedomina. Todėl trenerio 
pasirinkimų skaičius lygus 

osa 12 10! 12-11.10:9.8.71 

12 5012-5)! 5!7!  5.4.8.2.1.7! 

Pabrėžiame, kad (1.5) trupmena visada galime suprastinti (tai jau darėme 
spręsdami 1.1 uždavinį): 

" n! |. (n - 1): ....(n-r«1)(n-r)n-r-1).....3:2.1 


n 


-11.9.8-2792. " 


"A ле 


| n(n-1):...:(n—r+1)(n - r)! т n(n-1)-...-(n-r+1) 
r!(n — r)! r! 


$ 


arba 
n(n-1)-...-(n-r+1) A, 
r! KRE 


Сте (1.7) 


Ieškant derinių skaičiaus С), dažnai yra patogiau naudotis ne (1.5), o 
(1.7) formule. Pavyzdžiui, apskaičiuokime derinių iš 10 po 8 skaičių Cj: 


Ж 10.9 
с=с *=с= 02-46. 


Cia pirmojoje lygybéje naudojamės derinių savybe (1.6), o trečiąją lygybę 
gauname taikydami (1.7) formulę. 


PASKALIO TAISYKLĖ 


1.4 teorema 


Teisinga lygybė С” = С” «CT !, 1<ғ<п. 


Ši lygybė vadinama Paskalio taisykle (Blaise Pascal, 1623-1662, pran- 
cūzų fizikas ir matematikas). 

Įrodymas. C;,, yra derinių 15 n + 1 elemento po г skaičius. Pasirinkime 
іг kaip nors pažymėkime kurį nors vieną elementa iš n + 1 elemento aibės. 
Suskaičiuokime, kiek yra derinių po r elementų, į kuriuos patenka pasirink- 
tasis elementas. Kadangi į minėtąjį derinį lieka paimti r- 1 elementą iš n, 
tokių derinių bus C7! . Dabar apskaičiuokime, kiek yra derinių iš n + 1 ele- 
mento po r, į kuriuos mūsų pažymėtasis elementas nepatenka. Tam iš likusių 
n elementų į derinį reikia paimti r elementų. Tokių derinių yra С). Visus 
galimus derinius iš п+1 po r suskirstykime į dvi grupes. Pirmąją grupę sudarys 
deriniai, į kuriuos pažymėtasis elementas pateks, antrąją grupę — deriniai, į 
kuriuos pažymėtasis elementas nepateks. Aišku, kad kitokių derinių nebus. 
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Sudéje pirmosios ir antrosios grupės derinių skaičių, gausime derinių iš n+1 
elemento po r skaičių, t.y. 
Ceo = G н 


һы” 
Cia pateikéme loginj Paskalio taisyklés jrodyma. Sia lygybe nesunkiai 
galima įrodyti ir remiantis (1.5) formule. Siūlome tai padaryti savarankiškai. 
Paskalio taisyklė padeda sudaryti C; reikšmių lentelę. Tokia lentelė 
vadinama Paskalio trikampiu. Pateikiamoje lentelėje yra Paskalio trikampio 
dalis nuo n = O iki n = 10. Eilutės atitinka n reikšmes, stulpeliai - r reikšmes, 
sankirtoje nurodyta C; reikšmė. 


I 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


= RR RR RR RR = 
о со -1 ОФ л ы CN 


= 
° 
= 
° 


Kaip sudaroma ši lentelė? Pirmas ir paskutinis kiekvienos eilutės ele- 
mentas yra lygus 1, nes C? = C7 = 1. Kiti elementai apskaičiuojami remiantis 
Paskalio taisykle: kiekvienas jų yra lygus sumai skaičiaus, esančio virš jo, ir 
skaičiaus, esančio virš jo kairėje. Pavyzdžiui, C? ieškome eilutėje n = 7 ir 
stulpelyje r = 3. Skaičius СЗ yra aštuntoje eilutėje ir ketvirtame stulpelyje. Jis 
lygus sumai skaičių, vienas kurių yra septintoje eilutėje ir ketvirtame stul- 
pelyje, o kitas — septintoje eilutėje ir trečiame stulpelyje: C2 = C + C =20 + 
+ 15 = 35. 


UŽDAVINIAI 


21. Apskaičiuokite: C$ , Сї, , C55. Keliais būdais galima pažymėti 6 skaičius 
iš 49 loto kortelėje? 

22. Keliais būdais galima išsirinkti 3 knygas iš 8 knygų? 

23. Įstaiga pagal konkursą priims tris darbuotojus. Ji gavo 16 pareiškimų. 
Keliais būdais galima pasirinkti tris darbuotojus? 


2. 4096 17 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


Mokesčių inspekcija nutarė patikrinti 20 iš 200 įmonių. Keliais būdais 
galima išrinkti tikrinamų įmonių dvidešimtuką? 
Įstaiga nutarė priimti 6 naujus darbuotojus — dvi moteris ir keturis vyrus. 
Iš 16 kandidatų yra 5 moterys. Keliais būdais galima pasirinkti 
darbuotojus? 
Išspręskite lygtį: 
CE = (Св. 

Išspręskite lygtį: 

A* 703 „=60. 


Klasėje yra 20 mokinių. Kasdien 3 iš jų turi budėti. Kiek dienų galės 
budėti vis kitas trejetas. Kiek kartų per tas dienas teks budėti kiekvienam 
mokiniui? 

Apskritime pažymėta 10 taškų. Kiek galima nubrėžti trikampių, kurių vir- 
šūnės būtų pažymėtuose taškuose? Kiek galima nubrėžti dešimtkampių? 
Iš skaitmenų 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sudaromi šešiaženkliai skaičiai. 
Kiekvienas skaičius turi po 3 lyginius ir 3 nelyginius skaitmenis ir nė 
vienas skaitmuo skaičiuje nesikartoja. Kiek galima sudaryti tokių še- 
šiaženklių skaičių? 

Kiek įstrižainių turi iškilasis dvidešimtkampis? Raskite daugiakampio, 
turinčio 35 įstrižaines, kraštinių skaičių. 

Tris vienos rūšies saldainius ir du kitos rūšies saldainius reikia padalyti 
dviem vaikams, kad kiekvienas jų gautų bent vieną saldainį. Keliais 
būdais tai galima padaryti? 


33.*9 kortelėse parašyti skaitmeny:. 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3. Kiek devy- 


niaženklių skaičių galima sudaryti iš tų kortelių? 


34.* Finalinėse krepšinio varžybose komandos A ir B žaidžia tarpusavyje tol, 


kol viena iš jų pasiekia 4 pergales. Sudaroma laimėjusių komandų pa- 
vadinimų seka (pavyzdžiui, seka AABBAA reiškia, kad pirmąsias dvejas 
bei penktąsias ir šeštąsias rungtynes laimėjo komanda A, o trečiąsias ir 
ketvirtąsias - komanda B). Kiek tokių skirtingų sekų galima sudaryti, t.y. 
kiek skirtingų būdų gali vykti finalinės varžybos? 


35.* Studentas dešimt savaičių turi laikyti po egzaminą kas savaitę. Du iš 


dešimties yra matematikos egzaminai. Kiek yra būdų sudaryti egzaminų 
laikymo eilę, kad matematikos egzaminų netektų laikyti vieną po kito? 


1.4. NIUTONO BINOMAS 


Algebroje dažnai vartojamos formulės, padedančios dviejų skaičių (pa- 


vyzdžiui, a ir b) sumą pakelti kuriuo nors natūraliuoju laipsniu. Dauguma 
jūsų žinote tapatybes 
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(a + b? = а? + 2ab + b? , 
(a + b = а? + 3a?b + 3ab? + b°. 


Pakelti binomą (lotynų kalba šis žodis reiškia dvinarj) а + b aukštesniu 
laipsniu galima pagal vadinamąją Niutono binomo formulę (Isaac Newton, 
1643-1727, žymus anglų matematikas ir fizikas). Pirmiausia sudauginkime 
kelis skirtingus binomus, vartodami raides su indeksais: 

(a, + bias + bo) = ааз + aibo + bia, + bibs; 
(a, + b) Xa, + boaz + ba) = 
= 010505 + G,05b4 + а15;а; + а156; + база + bja5b5 + bjbsas +66503. 

Matome tokius dėsningumus: I 

1. Kiekvienas lygybės dešiniosios pusės dėmuo turi tiek dauginamųjų, 
kiek binomų dauginame. 

2. Kiekvieno dėmens dauginamųjų indeksai yra 1, 2 ir 3. Tai reiškia, kad 
kiekviena sandauga (pavyzdžiui, a,bsas) turi po dauginamąjį iš kiekvieno binomo. 

3. Reiškinys dešiniojoje lygybės pusėje yra visų galimų sandaugų, turinčių 
pirmąją ir antrąją savybes, suma. 

Jei išnagrinėtose sandaugose praleisime indeksus ir sutrauksime pana- 
šiuosius narius, gausime formules (a + b)? ir (a + b)? apskaičiuoti. Remdamiesi 
1-uoju, 2-uoju ir 3-iuoju désningumu, pamėginkime apskaičiuoti (a + Бу“, 
Kadangi 

(a + b)! = (a + bla + bla + bla + b), 
tai kiekvienas sandaugos narys yra ketvirtojo laipsnio skaičių a ir b atžvilgiu. 
Todėl visi galimi nariai yra 
а“, аз, a?b?, ab“, bt. 

Raskime šių narių koeficientus. Narį а“ gauname, kai iš kiekvieno binomo 
imame dauginamąjį a. Tai padaryti galima vieninteliu būdu, todėl ir nario а“ 
koeficientas bus 1. Маг} ab gauname, kai iš kurio nors vieno binomo imame 
dauginamąjį b, о iš kitų trijų - dauginamuosius a. Tą binomą, iš kurio imame 
b, galima pasirinkti Сі = 4 būdais. Todėl narys a*b sumoje atsiras 4 kartus. 
Panašiai narį ab? galime gauti C? būdais, narį ab? - СЗ būdais, narį 6“ - Cj 
būdais. Taigi 
(а + b)! = Cia“ + Сда?Ь + Cia“b" + Chab? + Сао“ = a^ + 4a*b + ба?Ь? + dab“ + b. 

Dabar šią formulę apibendrinkime. 

1.5 teorema (Niutono binomas) 


Su bet kuriuo natūraliuoju n yra teisinga lygybė 
(a+6)" = С0а" + la" фи C2a"?b? +... + Cra" +... + С"Ь". 


Įrodymas. Kiekvienas dešinės lygybės pusės narys yra n-tojo laipsnio a 
ir b atžvilgiu. Todėl visi dėmenys be koeficientų yra tokie: 
qb, r0: 71:2: Si: 


Маг} а" gausime, iš ғ binomu paėmę b. Kaip jau žinome, tai galima 
padaryti C; būdų. Iš visų likusių binomų reikės imti dauginamaji a (vieninteliu 
būdu). Todėl koeficientas prie a""b" bus Су. Taigi kiekvienas dėmuo, gautas 
sutraukus panašiuosius narius, atrodys taip: 


Са ТЕ, r-0,1,2,.,n. в 
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Į Niutono binomo formule galime įrašyti С] išraiškas ((1.7) formule, 
p. 16). Kadangi 


i. p 2 п(п-1) 3. n(n-1)(n-2) 
C = 1; С,-п, Стр еа“ r t.t., 
tai Niutono binomo formulė atrodo šitaip: 
(a + b)'=a"+ па“ Ib + d ana a UII) es, +b". (1.8) 


1.12 uždavinys. Atskliauskite reiškinį (2 + х)“. 
Sprendimas. Remiamės (1.8) formule: 


3 4.3.2 


(2+х)* -Ó agua. "PERO 9х + x 2164-32x 24x? e 8x? + х“ m 


1.13 uždavinys. Atskliauskite reiškinį (1 — 2x?) . 
Sprendimas. Vél taikome (1.8) formule: 


(1-92х2)° = (1 + (—2x?))° = 1+5C2x2)+ ay +21513 Cn + 
5.4.3.2 244 245 2 4 6 8 10 
TS s +(-2x2)? =1-10х°? +40x* -80x? +80x* – 32х17 m 


1.14 uždavinys. Įrodykite, kad 
C? +С} CL... +С" 22". 


Sprendimas. Niutono binomo formulėje įrašykime а = b = 1. Gauname: 


2”=(1+0)”=С? +С] +С? +..+С!. и 


APYTIKSLÉS FORMULÉS 


1.15 uždavinys. Jei nx yra artimas nuliui, tai 
(1+ х)" =1+nx. (1.9) 


Įrodykite tai. 

Sprendimas. Primename, kad ženklas = reiškia apytikslę lygybę. Vėl 
naudosimés (1.8) formule, kai a = 1, o b = x. Pirmieji du dėmenys duoda 
reikiamą rezultatą, o tolesni nariai yra 

n(n-1 > n(n-1(n-2);5 n(n-1(n-2)!n-3)., 
х“, 7; x 
2! 3! 4! 
ir t.t. Kadangi n(n-1) < n.n = n^. n(n —1Xn — 2) < n^, n(n = Din — 2)(n — 3) < 
< n*, tai reiškinių (1.10) moduliai bus mažesni už skaičių 


(1.10) 


n?x? лла) nx 
9! ° 3! ^ 4! 
ir t.t. modulius. Jei nx artimas nuliui, tai aukštesni nx laipsniai bus maži, 
palyginti su nx. Todėl galima rašyti: (1 +x) = 1 + nx. m 
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Pavyzdys. Apytiksliai apskaičiuokime (1,002)'?. Remkimés (1.9) formule: 
(1,002)!9= (1 + 0,002)? = 1 + 10 . 0,002 = 1,02. 

Palyginimui pateikiame 8 tikslius skaitmenis po kablelio: (1,002)! = 

= 1,020180963. и 

Apytiksle formule (1.9) galétume taikyti daug drasiau, jei Zinotume ра- 


klaidos dydį. Nesunku įrodyti tokį teiginį: 


Jei Ілкі < 1, tai (1.9) apytikslės lygybės paklaida yra ne didesnė už (nx), 
t.y. 
I1 +x – (14nx) < (xy. 


Šį teiginį siūlome skaitytojui įrodyti savarankiškai. Iš jo išplaukia, kad 


(1.9) formulė yra tuo tikslesnė, kuo mažesnis skaičiaus nx modulis. 


UŽDAVINIAI 


36. 


37. 
38. 


39. 


40“. 


41“. 


42%, 


3100 


Kiek dėmenų yra binomo (m+n skleidinyje? Parašykite tris 


pirmuosius narius. 


y» 


Raskite binomo (1 + x)? skleidinio 20-ąjį narį ir koeficientą prie x”. 


Atskliauskite: 


1 ^ 1 
(ат). (x? - x°), (8-ба)“, (аа). 


Remdamiesi (1.9) formule, apytiksliai apskaiciuokite 0,997” ir 1,004? . 

Jei turite gera skaičiuoklį, apskaičiuokite juo šių reiškinių reikšmes. 

Gautus rezultatus palyginkite. 

Įrodykite, kad, kintant r nuo 1 iki n, skaičiai C; iš pradžių didėja, po to 

mažėja, o didžiausi yra sekos viduryje. Kitaip sakant, įrodykite, kad 
Cor < Cae < -< Ciro Ca > Ch >- > С, 


0 1 k k+1 
Corsi < С» < < Са = Сы, 


k+1 k+2 2k+1 
Coa > Cua? > Сол. 


1 n 
Raskite skleidinio Е + 2 didžiausią narį. 


Įrodykite paskutinį skyrelio teiginį: jei Іпхі < 1, tai (1.9) nelygybės 
paklaida ne didesnė už (nx (ЇЧ и rod у та s. Išskleiskite binoma, 
prieš skliaustus iškelkite (пх)? , o suskliaustus dėmenis įvertinkite 
naudodamiesi nelygybėmis: 

1 1 1 А 
Inxl<1, 31524? д! © оз ir t.t.) 
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1.5. SUMOS ZENKLAS X 


Sprendžiant matematikos uždavinius, analizuojant fizikos eksperimentų 
rezultatus, renkant ir apdorojant statistinius duomenis, gana dažnai tenka 
sumuoti daug skaičių. Sakysime, kad rugsėjo mėnesį fiksuojame vidutinę paros 
oro temperatūrą ir mus domina vidutinė mėnesio temperatūra. Ją sužinosime 
visų paros temperatūrų suma padaliję iš 30. Tarkime, kad 1, — rugsėjo 
pirmosios dienos oro temperatūra, t, — antrosios, £4 — trečiosios ir t.t., 
tx — trisdešimtosios dienos temperatūra. Pavyzdžiui, galėtų būti 4, = 13, 
t, = 10, t4 = 11 ir t.t. Šių trisdešimties skaičių sumą galime užrašyti taip: 


tį + tə + .. + t30. (1.11) 


Daugtaškis, kaip jau įprasta, vartojamas vietoj pasakymo „ir t.t.“ Būtų 
patogu (1.11) sumą užrašyti dar glausčiau. Tam paprastai vartojama graikiška 
raidė > („sigma“ didžioji), žyminti sumą. (1.11) suma užrašoma taip: 


30 
ti + ta +... tao = 12 (1.12) 
1=1 


(1.12) lygybės dešiniojoje pusėje parašytą reiškinį skaitome šitaip: suma visų 
t; nuo i, lygaus 1, iki i, lygaus 30. Kitaip sakant, užrašas 


30 


У 

ігі 
reiškia, kad vietoj raidės i paeiliui įrašomi sveikieji skaičiai nuo 1 iki 30 ir 
skaičiai t; sudedami. Indeksai gali būti žymimi ne tik raide i, bet ir kitomis 


raidėmis. Dažniausiai sumavimo indeksai žymimi raidėmis i, j, k, n. 


Pavyzdys. Sakykime, kad t, = — 5, t; = 3, ёз = 6, t, = 1. Apskaičiuosime 


4 4 


ats b)Yt; c x Ф>5і;; 
i=1 J=1 


i=2 j=1 


3 4 4 
eY +); РУ; 9Y-D. 
k=1 


k=1 k=1 


Sprendimas. 


4 
а) š, = +t, жі +t, =-5+3+6+1=5; 


izl 


4 
ыу =t, +t; +t, =3+6+1=10; 


i=2 
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3 
СУ =t +b +t; =-5+3+6=4; 


j=1 


4 
ФУ 5t; = БЕ + bt; bt, bt, = 5(@ +t, +t; +1) 5:52 25; 


J=1 


3 
e) V (t, ta) = (5 t) s ts) + (5 +) = 
k=1 


=(-5+3)+(3+6)+(6+1)=-2+9+7=14; 


4 
f) =й + +13 чи = СБ) +3? «6 «1 =71; 
k=1 


4 
gt -1)= (4-1) +06 -1)+ (t; - 1) + (t, — 1) = 
k=1 


=(-5-1)+(3-1)+(6-1)+(1-1)=1. 


Paaiškinsimė sprendimą. Sumoje b) užrašas i = 2 po sumos ženklu rodo 
sumavimo indekso г reikšmę, nuo kurios pradedama sumuoti. Po to indeksui 
suteikiamos reikšmės 3 ir 4. Užrašas i = 4 virš sumos ženklo rodo paskutinę 
indekso i reikšmę. Taigi kintamojo t; indeksas keičiamas į 2, 3 ir 4 ir 
atitinkamos ѓ, reikšmės sudedamos: 

Lakis 


c) sumoje sumavimo indeksas žymimas raide j ir jam suteikiamos reikš- 
mės 1, 2 ir 3. 

d) sumoje kiekvienas dėmuo dauginamas iš 5. Tą bendrą daugiklį galime 
iškelti prieš skliaustus. 

e) sumoje indeksas k įgyja reikšmes 1, 2, 3, o indeksas Ё+1 - reikšmes 2, 
3 ir 4. и 


Sakykime, kad indekso i reikšmės уга sveikieji skaičiai nuo m iki n ir su 
kiekviena iš minėtų г reikšmių yra duotas skaičius t; (nebūtinai sveikasis). 
Tada visų kintamųjų t; suma 


ін т Us a1 tee + tai + t, 


užrašoma taip: 


Ке tm timai +... ви 


їм» 


і 


Sumavimo kintamasis taip pat žymimas įvairiai. Vietoj t; dažnai rašoma 
ai, bj, Xj, y; Zi ir kitos raidės. ш 
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UZDAVINIAI 


Apskaičiuokite: 

4 5 4 100 
43. У (6-2). 44. У (3у-4). 45. У (у - Ay 41). 46. 94. 

= »1 ут | ігі 

4 5 4 4 
47.52. 48. Ур". 49. X (k+a)+1. 50. 3,(x- D . 

1=0 k=0 k=1 x-2 

4 5 
51. 2,» 52. Убх? * y^). 

y=1 y=0 


SKYRIUS 
TIKIMYBIU TEORIJOS 
PRADMENYS 


Kiekvienas iš mūsų beveik kasdien susiduriame su žodžiais tikimybė, 
atsitiktinis įvykis, atsitiktinumas ir t.t. Štai girdime orų prognozę: „Lietaus 
nesitikima“ arba „Lietaus tikimybė maža“. Kitą kartą girdime sakant: „At- 
sitiktinai sugedo autobusas, ir aš pavėlavau į mokyklą“. Iš tikrųjų sunkoka 
būtų tiksliai prognozuoti, ar lis ateinančių metų rugsėjo 1 dieną. Tačiau me- 
teorologas gali pasakyti vidutinį daugiametį lietingų dienų skaičių Lietuvoje, 
o statistikos ar tikimybių teorijos specialistas galės pasakyti, kad vidutiniškai 
95 atvejais iš 100 ateinančiais metais lietingų dienų bus ne mažiau kaip n, ir 
ne daugiau kaip по, o skaičiai л; ir л» visai nedaug skirsis nuo vidutinio 
daugiamečio lietingų dienų skaičiaus. Panašiai sunku pasakyti, ar kuris nors 
konkretus automobilis pateks į avariją. Tačiau skaičius avarijų, per metus 
tenkantis 1000 automobilių, yra pakankamai pastovus. Minėti pavyzdžiai rodo, 
kad ir atsitiktiniai įvykiai paklūsta tam tikriems dėsniams. Tokius dėsnius 
nagrinėja tikimybių teorija ir matematinė statistika. 

Šiuolaikinė tikimybių teorija — ypač sparčiai besivystanti matematikos 
šaka. Tai sąlygoja platus tikimybių teorijos ir matematinės statistikos tai- 
kymas kituose moksluose — fizikoje, biologijoje, medicinoje, genetikoje, 50- 
ciologijoje, karo moksle, eilių teorijoje — ir praktikoje. 

Tikimybių teorija, kaip ir kiekvienas kitas mokslas, nagrinėja ne visą 
įvairią ir sudėtingą tikrovę, o tik kurią nors vieną jos pusę. Sudaroma ir 
analizuojama tam tikra schema (modelis), kuri tiksliau ar ne taip tiksliai 
atspindi mus dominančią tikrovės sritį. Pavyzdžiui, geometrija tiria figūrų, 
taškų ir tiesių savybes. Tikrovėje tokių figūrų nėra, todėl ir tiriami modeliai 
— kurios nors srities modeliavimo, schematizavimo rezultatas. 

Tikimybių teorija nagrinėja tokį realių reiškinių modelį: atliekamas ban- 
dymas, kurio rezultatai yra atsitiktiniai įvykiai (kartais sakoma tiesiog įvy- 
kiai). Pavyzdžiui, metame moneta ir žiūrime, kaip ji nukrito, t.y. atliekame 
bandymą. Šiame bandyme galėjo atsiversti herbas - tai vienas įvykis; bet 
galėjo atsiversti ir skaičius — tai kitas įvykis. Kadangi niekas negeli iš anksto 
pasakyti, kuria puse atsivers moneta, tai sakoma, kad herbo atsivertimas yra 
atsitiktinis įvykis. Tikimybių teorija dažniausiai taikoma bandymams, kurie 
gali būti daug kartų kartojami tomis pačiomis sąlygomis (pavyzdžiui, didelio 
skaičiaus kurių nors detalių gamyba). 

Pirmieji elementarūs uždaviniai apie monetos ar visiems žinomo lošimo 
kauliuko mėtymą gali pasirodyti nelabai rimti. Tačiau reikia turėti omeny- 
je, kad tikimybių teorija pradėjo plėtotis XVI-XVII amžiuje sprendžiant 
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uždavinius, susijusius su lošimu kauliukais. Todėl juokaujama, kad primityvus 
lošimas kauliukais davė pradžią sudėtingai žmogui labai svarbiai mokslo šakai, 
o turiningasis žaidimas šachmatai mokslo istorijoje jokio vaidmens nesuvaidino. 


2.1. TIKIMYBINIU UZDAVINIU PAVYZDZIAI. 


2.1 


2.2 


2.3 


ATSITIKTINIAI ĮVYKIAI 


Pateiksime keletą tikimybių teorijos taikymo pavyzdžių. 

pavyzdys. Jau minėjome, kad pirmieji tikimybiniai uždaviniai atsirado 
sprendžiant uždavinius, susijusius su lošimu kauliukais. XVII amžiuje 
pagarsėjo prancūzų filosofas ir literatas Š. Merė (Chevalier de Meray, 
1607-1648). Kalbama, kad jis siekė praturtėti lošdamas kauliukais. Tuo 
tikslu sugalvodavo įvairių sudėtingesnių lošimo taisyklių. Vienas iš jo 
sugalvotų lošimų buvo toks. Kauliukas metamas keturis kartus. Jei bent 
vieną kartą pasirodo šešetas, tai laimi Merė.-Jei šešetas neiškrenta nė 
karto, laimi jo priešininkas. Vėliau išmoksime apskaičiuoti, ar verta būtų 
lošti šį žaidimą su Merė. Kitas istorinis Merė uždavinys buvo toks: kokia 
akučių suma — 11 ar 12 — gaunama dažniau, metant iš karto tris kauliu- 
kus? Šie uždaviniai išliko istorijoje, nes Š. Merė susirašinėjo su B. Pa- 
skaliu, kuris jau mokėjo tokius uždavinius spręsti. и 

pavyzdys. Jau XVII amžiaus pabaigoje tikimybių teorija pasitelkiama 
draudžiant laivus nuo nelaimių. Buvo apskaičiuojama tikimybė, kad lai- 
vas grįš į uostą nepatyręs nelaimių, kad jo nepaskandins audra, neužpuls 
piratai ir t.t. Tokie skaičiavimai padėdavo nustatyti, kokią draudimo sumą 
turi mokėti laivo savininkas, kad, įvykus nelaimei, gautų norimą kom- 
pensaciją. Tikimybinius metodus labai plačiai taiko ir dabartinės drau- 
dimo kompanijos. m 

pavyzdys. Jau XIX amžiuje daugelis fizikų pradėjo taikyti tikimybių 
teoriją tirdami sistemas, susidedančias iš daugelio atomų ar molekulių. 
Sakykime, kad galime stebėti inde idealiųjų (išretintų) dujų molekules. 


2.1 pav. Indas su idealiosiomis dujomis, 
perskirtas įsivaizduojamos plokštumos 


Kairiojoje indo pusėje esančių molekulių skaičių pažymėkime л, o de- 


šiniojoje pusėje — л». Jei inde molekulių yra pakankamai daug, tai paprastai 
n, = пә. Molekulės netvarkingai juda, todėl skaičiai n; ir по keičiasi: pradedant 
stebėti, gali būti n; ло , o po kurio laiko — jau л» ni. Molekulių esant 
„pakankamai“ daug, pavyzdžiui, N = n, + по = 80, mums greičiausiai niekada 
netektų pamatyti visų molekulių, susirinkusių vienoje pusėje, nors niekas 
joms netrukdo to padaryti. Norint aprašyti molekulių pasiskirstymą inde, 
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laikoma, kad kiekviena molekulė turi tiek pat galimybių būti ir kairiojoje, ir 
dešiniojoje pusėje. Tada tikimybė, kad visos molekulės susirinks kairiojoje 
pusėje, yra teigiama. Bet kokia ji? Gana nesunkiai apskaičiuojama, kad ši 
tikimybė lygi 279-1074. Tai reiškia, kad mus dominanti padėtis susidarytų 
vidutiniškai vieną kartą iš 1074 molekulių padėties stebėjimų. Jei per sekundę 
galėtume padaryti milijoną molekulių indo nuotraukų, tai 10 nuotraukų 
tektų daryti kur kas ilgesnį laiką nei visatos amžius. Tačiau ir padarę tiek 
nuotraukų, negalėtume būti tikri turį nuotrauką, kurioje visos molekulės yra 
kairiojoje pusėje. Taip pat ir mesdami lošimo kauliuką šešis kartus, negalime 
būti tikri, kad bent vieną kartą atsivers šešetas. Tik šio įvykio tikimybė jau 
yra pakankamai didelė. Čia „stebėjome“ tik 80 molekulių, o jei prisiminsime, 
kad viename kubiniame centimetre yra maždaug 2,5 . 10! oro molekulių... 
Dabar galime suvokti, kodėl daug molekulių turinčių sistemų negalima api- 
būdinti atsižvelgiant į kiekvienos molekulės judėjimą. Tikimybių teorijos dės- 
niai padeda aprašyti tiek molekulių, tiek elementariųjų dalelių sistemas. m 


2.4 pavyzdys. Eilių teorija. Daugelis iš mūsų negali išsiversti be parduotuvės, 
kirpyklos, poliklinikos, ryšių įstaigų paslaugų. Kyla klausimas: kaip bus 
tenkinami mūsų poreikiai, jei yra įrengta n aptarnavimo vietų (n kasų 
parduotuvėje, n vietų kirpykloje ir t.t.). Atrodytų, kad uždavinys bevil- 
tiškas: nerealu tikėtis sužinoti, kuriais laiko momentais ateis kiekvienas 
lankytojas, kiek laiko prireiks jam aptarnauti. Tačiau, pasirodo, kad, 
nustačius vidutinį lankytojų srauto intensyvumą ir vidutinį aptarnavimo 
laiką, galima gana patikimai sužinoti, ar įstaigoje kaupsis eilė, ar jos 
darbuotojai neturės ką veikti. Juk per didelis aptarnavimo vietų (pa- 
vyzdžiui, telefono linijų, kasos aparatų) skaičius taip pat yra nuosto- 
lingas. m 


Čia pateikti pavyzdžiai toli gražu neatspindi visų tikimybių teorijos tai- 
kymo sričių. Norint plačiau suvokti šios matematikos šakos galimybes, reikia 
susipažinti su kai kuriomis sąvokomis ir teiginiais. 

Viena iš pradinių tikimybių teorijos sąvokų yra atsitiktinio įvykio sąvoka. 
Sakykime, atliekame tokius bandymus. 

1. Imame akmenį ir metame jį aukštyn. Akmuo greičiausiai nukris žemėn. 

2. Galime stebėti, ar patekės saulė. Greičiausiai taip ir atsitiks. 

3. Patikrinkime, ar dega parduotuvėje pirkta elektros lemputė. Ji gali 
šviesti, tačiau gali іг neáviesti — pasitaikyti nekokybiška. 

4. Metame lošimo kauliuką ir stebime, ar pasirodys šešetas. Aišku, jis 
gali atsiversti, bet gali ir neatsiversti. 

5. Loterijos bilietas, kurį perkame, gali laimėti, bet gali ir nelaimėti. 


Nesunku suvokti, kad 1 ir 2 pavyzdyje minėti įvykiai skiriasi nuo 3, 4 ir 
5 pavyzdžiuose nusakytų įvykių. Pirmieji visada įvyksta. Tokie įvykiai va- 
dinami būtinaisiais. Antra pavyzdžių (3, 4, 5) grupė - įvykiai, kurie tomis 
pačiomis sąlygomis gali įvykti arba neįvykti. Tokie įvykiai vadinami atsitik- 
tiniais. Kaip tik jie ir yra tikimybių teorijos tyrimų objektas. 
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2.2. ĮVYKIO TIKIMYBĖS 
APIBRĖŽIMAS 


Sakykime, metame į viršų monetą. Iškrenta herbas. Tačiau mūsų intuicija 
sako, kad lygiai taip pat galėjo iškristi ir skaičius. Todėl natūralu laikyti, kad 
herbo ir skaičiaus iškritimas metant monetą yra vienodai galimi įvykiai. Aišku, 
moneta turi būti simetriška ir vienalytė. 

Visi matėme šešiasienį lošimo kauliuką. Dauguma žmonių sutinka su 
tuo, kad, metant kauliuką, bet kurios sienos atsivertimas yra vienodai galimas. 
Todėl laikome, kad yra šešios vienodai galimos kauliuko metimo baigtys: 
atsivertė viena akutė, dvi akutės, trys akutės ir t.t. 

Tikimybių teorijoje terminas „bandymas“ dažniausiai reiškia tomis pa- 
čiomis sąlygomis kartojamą veiksmą, kurio rezultato negalima nusakyti vie- 
nareikšmiškai, t.y., atliekant bandymą, įvyksta atsitiktinis įvykis. Bandymų 
pavyzdžiai: vienos ar kelių monetų metimas, lošimo kauliuko metimas, at- 
sitiktinis 3 žmonių parinkimas iš 30 žmonių grupės. Šis bandymas 
suprantamas taip. Iš visų galimų būdų išrinkti 3 žmones iš 30 (tai yra derinių 
iš 30 po 3, kurių yra C3, = 4060) atsitiktinai išrenkame vieną derinį. 
„Atsitiktinai“ šiuo atveju reiškia tokį išrinkimą, kai kiekvienas iš 4060 derinių 
turi vienodai galimybių būti išrinktu. 

Dabar apibrėšime žodį „tikimybė“ kaip specialų terminą. Po to pateiksime 
klasikinį tikimybės apibrėžimą. Grįžkime prie monetos metimo. Kasdiene kal- 
ba galėtume pasakyti, kad atsiversti herbui yra viena galimybė iš dviejų. 


Tikimybių teorijoje sakoma: herbo atsivertimo tikimybė yra 2. Simboliais tai 
ušrašoma taip: 


P GAtsiverté herbas^) = 2. 


Raidė P tikimybei žymėti vartojama greičiausiai todėl, kad lotynų kalba 
probabilitas reiškia tikimybę. Panašiai šis žodis skamba angliškai, prancūziškai. 
Metant lošimo kauliuką, šešiomis akutėmis paženklinta siena turi vieną 
galimybę iš šešių atsidurti viršuje. Lygiai tiek pat galimybių — vieną i$ šešių 

— turi ir bet kuri kita siena. Simboliškai užrašome taip: 
; š š 1 
P („Iškrito šešios akutės“) = а“ 
Tikimybė i$ 30 žmonių atsitiktinai išrinkti tris konkrečius žmones A, B 

ir C yra lygi 


i i 


Р(А,В,С)--------. 
| СЗ, 4060 


Norint išspręsti uždavinį tikimybių teorijos priemonėmis, dažniausiai jau 
iš anksto reikia žinoti tam tikrų įvykių tikimybes. Jas gali pateikti konkretūs 
. mokslai, kuriuose kilo nagrinėjamas uždavinys. Tuomet pagrindinis vaidmuo 
dažnai tenka ne matematiniams, o to mokslo samprotavimams. Kita vertus, 
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kai kurių įvykių tikimybės yra uždavinio išankstinės prielaidos. Reikia pa- 
brėžti, kad lygių galimybių būdas — anaiptol ne vienintelis įvykių tikimybių 
nusakymo būdas. 
Tarkime, kad mus domina įvykio A = „Iškrito lyginis akučių skaičius“ 

tikimybė. Sis įvykis įvyks, jei įvyks vienas iš šių trijų įvykių: 

„Iškrito dvi akutės“, 

„Iškrito keturios akutės“, 

„Iškrito šešios akutės“. 
Taigi mus dominančiam įvykiui yra palankios trys galimybės iš šešių. Todėl to 
įvykio tikimybė bus lygi 

1 


3 
P („Iškrito lyginis akučių skaičius“) = qon 


Matome, kad kai kurie įvykiai yra sudaryti iš keleto „smulkesnių“ įvykių. 
Tačiau yra įvykių, kurie neskaidomi ir negali įvykti kartu. Pavyzdžiui, metant 
kauliuką, tuo pačiu metu negali iškristi dvi ir trys akutės. Tokie neskaidomi 
įvykiai vadinami elementariaisiais įvykiais. Kurio nors bandymo elemen- 
tariųjų įvykių visuma vadinama elementariųjų įvykių aibe. Šiame bandyme 
elementariaisiais laikysime šešis įvykius: 


E, = „Iškrito 1 akutė“, E, = „Iškrito 2 akutės“, 
E, = „Iškrito 3 akutės“, E, = „Iškrito 4 akutės“, 
E, = „Iškrito 5 akutės“, E; = „Iškrito 6 akutės“. 


Pabrėžiame, kad kol kas nagrinėsime tik tokius bandymus, kuriuose visų 
elementariųjų įvykių tikimybės yra lygios. Mūsų pavyzdyje 


P(E,) = Р(Е,) = РСЕ) = P(E,) = Р(Е,) = РСЕ) => Я 


Skaičiuodami įvykio А = „Iškrito lyginis akučių skaičius“ tikimybę, „su- 
rinkome“ tuos elementariuosius įvykius, kuriems įvykstant įvyksta ir mus 
dominantis įvykis. Tokie įvykiai vadinami palankiais nagrinėjamam įvykiui. 
Šiuo atveju įvykiai Ё», E, ir Eg yra palankūs įvykiui A. Įvykio A tikimybę 
skaičiuojame šitaip: 
palankių įvykiui A elementariųjų įvykių skaičius _ з _ 1 


P(A)= 
\ visu galimų elementariųjų įvykių skaičius 6 2 


KLASIKINIS TIKIMYBĖS APIBRĖŽIMAS 


2.1 apibrėžimas = 
Tarkime, каа bandymo baigtis раі büti vienas 15 n skirtingu, vie- 
nodai galimu elementariuju jvykiu. Jei yra m jvykiui A palankiu 
elementariųjų įvykių, tai įvykio A tikimybe vadinamas skaičius 


P(A)=”. 
n 
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2.1 uždavinys. Loterijoje yra 1000 bilietų. 300 iš ju laimi. Atsitiktinai trau- 
kiamas vienas bilietas. Kokia tikimybė, kad jis yra laimingas? 
Sprendimas. Tarkime, kad bet kurio bilieto ištraukimo galimybės yra 

vienodos. Skirtingų bandymo baigčių, tiksliau, elementariųjų įvykių, šiame 

pavyzdyje yra 1000 (n = 1000). Mus dominančiam įvykiui A = „Ištrauktas 
bilietas yra laimingas“ palankių elementariųjų įvykių yra 300 (m = 300). Tada 
P(A)= 300 3 
1000 10 

2.2 uždavinys. Parduotuvės lentynoje netvarkingai sudėtos nevienodos ga- 
lios, bet vienodai atrodančios lemputės. Zinoma, kad 100 W galios lem- 
pučių yra 200, 60 W galios - 50 ir 25 W galios - 100. Nesirinkdami imame 
vieną lemputę. Kokia tikimybė, kad ji bus 100 W galios? 60 W galios? 
25 W galios? 

Sprendimas. Šiame pavyzdyje n = 200 + 50 + 100 = 350. Mus do- 
minančius įvykius, reiškiančius 100 W, 60 W ir 25 W galios lemputės paėmimą, 
pažymėkime atitinkamai A, B ir C. 2. kad 

200 4 _ 1 _ 100 2 


РА) = 355770 PB) 350" 7 РО) 


2.2 apibrėžimas 


Visi bandymo elementarieji įvykiai, kurie nėra palankūs įvykiui A, 


sudaro įvykiui A priešingą įvykį A. 


Kitaip tariant, įvykiui A priešingas įvykis A įvyksta tada ir tik tada, kai 
įvykis A neįvyksta. 

Sakykime, kad iš n įvykių yra m įvykiui A palankių elementariųjų įvykių. 
Tada iš n įvykių уга n -m įvykiui A palankių įvykių. Matome, kad priešingo 
įvykio tikimybė 

P(A)- 27-1. L1. P(A), 
n n 
arba 
Р(А) = 1- Р(А). (2.2) 
2.5 pavyzdys. Metame lošimo kauliuką. Apskaičiuosime įvykio 
A = „Iškrito daugiau kaip 2 akutės“ 
ir jam priešingojo įvykio A tikimybes. Įvykį A galime taip nusakyti: 
A = „Iškrito ne daugiau kaip 2 akutės“. 
Jam palankūs du elementarieji įvykiai, todėl - 


mx 29.1 
P(A)=—=-. 
(A) 673 
Dabar, remdamiesi (2.2) lygybe, gauname: 
Pijer- a 
3 3 
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2.6 pavyzdys. Tarkime, kad mūsų bandymas yra dviejų lošimo kauliukų me- 
timas. Kauliukai skirtingi: vienas raudonas, kitas - baltas. (Atlikti šį ban- 
аута galima ir su vienu kauliuku. Pirmas metimas atitiktų raudonojo 
kauliuko metimą, o antras — baltojo.) Parašykime visas galimas šio bandymo 
baigtis, t.y. sudarykime elementariųjų įvykių aibę. Elementariuosius įvykius 
žymėkime skaičių pora. Pirmasis reiškia raudonojo kauliuko metimo rezultatą, 
antrasis — baltojo. Visus elementariuosius įvykius surašykime lentelėje: 


21 lentelė 


Pora (3,4) žymi elementarųjį įvykį: „Raudonojo kauliuko iškrito 3 akutės, 
baltojo - 4 akutės“. Matome, kad iš viso yra 6 - 6 = 36 elementarieji įvykiai. 

Galime ir kiek kitaip nurodyti elementariųjų įvykių aibę. Tai aibė skaičių 
porų (r, b), kurių r ir b įgyja reikšmes 1, 2, 3, 4, 5, 6: 

E= {(r, b): r= 1, 2,3, 4, 5, 6; b= 1, 2, 3, 4, 5, 6 }. 
Pagrindinė mūsų prielaida šiame bandyme yra visiškas kauliukų simetrišku- 
mas ir vienalytiškumas. Metame kauliuką taip pat „atsitiktinai“, o ne šiaip 
padedame. 2 prielaidos ir reiškia, kad kiekvieno elementariojo įvykio tiki- 


mybė yra = . Apskaičiuosime įvykių, susijusių su šiuo bandymu, tikimybes: 

A = „Abiejų kauliukų iškrito vienodas akučių skaičius“, 

B = „Baltojo kauliuko iškritusių akučių skaičius bent ritis didesnis už 

raudonojo“, 

C = „Abiejų kauliukų iškritusių akučių skaičių suma lygi 10“. 

Dažnai būna patogu įvykius nusakyti ne žodžiais, o simboliais. Šiame 
uždavinyje įvykį A galime simboliškai užrašyti formule „r = b“, įvykį B — „b > 
2r+3, C- „r + b = 10“. Sprendimą pateiksime lentelėje: 

Užrašas Palankūs Įvykio 
simboliais |elementarieji įvykiai | tikimybė 


(1,1), (2,2), (353), | 6 
(4,4), (5,5), (6,6) | 36 


(1,4), (1,5), (1,6), 
(2,5), (2,6), (3,6) 


(4,6), (5,5), (6,4) 


Dabar jau aiškėja panašių uždavinių sprendimo etapai. 

1. Elementariųjų įvykių aibės sudarymas. 

2. Elementariųjų įvykių skaičiaus n radimas. 

3. Palankių nagrinėjamam įvykiui elementariųjų įvykių skaičiaus radi- 
mas. 

4. Įvykio tikimybės radimas, remiantis (2.1) lygybe. m 


2.3 uždavinys. Dėžėje yra 10 vienodo didumo rutulių: 7 iš jų balti ir 3 juodi. 
Nesirenkant (nežiūrint) vienas jų išimamas . Kokia tikimybė, kad tai bus 
baltas rutulys? 


Sprendimas. Uždavinyje nagrinėjamas toks bandymas: iš dėžės nesiren- 
kant išimamas rutulys ir pažiūrima, kokios jis spalvos. Galima būtų laikyti, 
kad yra dvi bandymo baigtys: B = „Išimtas baltas rutulys“ ir J = „Išimtas 
juodas rutulys“. Tačiau akivaizdu, kad šios baigtys nevienodai tikėtinos, nes 
baltų rutulių yra daugiau, taigi daugiau ir galimybių išimti baltą rutulį. Kad 
šiam bandymui sudarytume vienodai tikėtinų elementariųjų įvykių aibę, visus 
rutulius sunumeruokime: baltus – numeriais nuo 1 iki 7, o juodus — numeriais 
8, 9, 10. Įvykiai „Išimtas K-tasis rutulys“ jau vienodai tikėtini. Be to, šie 10 
įvykių sudaro bandymo baigčių aibę, todėl n = 10. Mus dominančiam įvykiui 
B palankūs yra pirmieji 7 elementarieji įvykiai, t.y. m = 7. Vadinasi, 


7 
РС. 
wr и 


2.4 uždavinys. Iš septynių loterijos bilietų vienas laimi. Septyni žmonės 
paeiliui nesirinkdami ima po vieną bilietą ir jų negrąžina. Ar tikimybė 
ištraukti laimingą bilietą priklauso nuo žmogaus eilės numerio? 
Sprendimas. Sunumeruokime visus bilietus nuo 1 iki 7. Laimingąjį bi- 

lietą pažymėkime, pavyzdžiui, skaičiumi 1. Paeiliui traukdami bilietus, su- 

darome kėlinį iš 7 bilietų. Tas kėlinys ir bus elementarusis įvykis. Todėl 
skirtingų bandymo baigčių yra n = 7!. Kadangi bilietai traukiami nesirenkant, 
tai visos baigtys yra vienodai tikėtinos. Mums reikia apskaičiuoti įvykio 

А = ,k-tasis žmogus ištraukė laimingą bilietą“ tikimybę; čia k = 1,2,...,7. Šiam 

įvykiui palankios baigtys, kai gaunami kėliniai, kurių kK-tojoje vietoje yra 

laimingasis (skaičiumi 1 pažymėtas) bilietas, o kitas šešias vietas užima bet 

kaip išdėstyti šeši likę bilietai. Tokių šešių bilietų kėlinių yra 6!, t.y. m = 6!. 

Todėl 1 


6! 
РЕА) 


Matome, kad tikimybė ištraukti laimingą bilietą nepriklauso nuo trau- 
kiančiojo eilės numerio. m 


Esama daug uždavinių, kuriuose elementariųjų įvykių tikimybės yra ne- 
lygios. Pateiksime pavyzdžių. 

1. Metama moneta gali būti nesimetriška ar nevienalytė. Tada herbo ir 
skaičiaus atsivertimo tikimybės yra nelygios. 

2. Krepšininkas, mesdamas baudą, gali pataikyti arba d Siu 
įvykių tikimybės taip pat yra nevienodos. 
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3. Tikrinama fabrike pagaminta detalė. Ji gali būti kokybiška arba ne- 
kokybiška. Sių elementariųjų įvykių tikimybės paprastai yra nelygios. 

Sakykime, kad elementariųjų įvykių aibę E sudaro įvykiai E, E», ..., Ens 
о jų tikimybės Р(Е,), P(E), ..., P(E,) yra tokios, kad: ` 

1. 0 < Р(Е,) < 1 su visais i. 

2. P(E) + P(E) +... + P(E,) = 1. 
2.3 apibrėžimas 
Įvykio A tikimybė P(A) lygi įvykiui A palankių elementariųjų įvykių 


tikimybių sumai. 


Pavyzdys. Sakykime, kad lošimo kauliuko sienos nudažytos trimis spal- 
vomis: trys sienos — žaliai, dvi — baltai ir viena — raudonai. Metant šį 
kauliuką galimos trys baigtys: | 


E, = = „Atsivertė žalia siena“, 
E, = B = „Atsivertė balta siena“, 
E, = R = „Atsivertė raudona siena“. 


Natūralu laikyti, kad 


1 1 1 
P(E)==, P(E,)=—, Р(Е,) =>. 
(E) 2 CES) 3 (Е;) 6 
Tada, remiantis 2.3 apibrėžimu, įvykio 
A = „Atsivertė žalia arba raudona siena“ 


tikimybė lygi 
М 1 
P(A) = Р(Е,) + P(E,) = P(Z) + P(R) -2%2 =Ë. 
2.3 apibrėžimas sutampa su klasikiniu 2.1 tikimybės apibrėžimu, kai 
elementariųjų įvykių tikimybės lygios: 


P(E) = РСЕ.) =.. = P(E,) - " 

Norint apskaičiuoti įvykio tikimybę remiantis 2.3 apibrėžimu, pravartu 
uždavinį išskaidyti taip: 

1. Nusakyti bandymą, kurio metu įvyksta dominantis įvykis A. 

2. Rasti šio bandymo elementariųjų įvykių aibę E. Dašnai patogu surašyti 
visus elementariuosius įvykius. Pravartu įsitikinti, kad surašyti įvykiai yra 
tikrai neskaidomi. 

3. Įsitikinti, kad visu n elementariųjų įvykių tikimybės tenkina nelygybes: 

0 < P(E;) < 1, і-1,2,.,п 

ir kad 

Р(Е,) + P(E) +... + Р(Е,) = 1. 

4. Rasti dominančiam įvykiui A palankius elementariuosius įvykius Ej, 
t.y. elementariuosius įvykius, sudarančius įvykį A. 

5. Apskaičiuoti įvykio A tikimybę, sudedant jam palankių elementariųjų 
įvykių tikimybes. 
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UZDAVINIAI 


1. 


2. 


10. 


11. 


12. 


13. 
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Metame lošimo kauliuką. Kokia tikimybė, кад iškris trys akutės? Daugiau 
kaip trys akutės? Mažiau kaip trys akutės? 

Klasėje yra 15 mergaičių ir 10 berniukų. Atsitiktinai pasirenkamas vienas 
mokinys. Kokia tikimybė, kad bus pasirinktas berniukas? 

Dėžėje yra 10 baltų ir 12 juodų vienodo didumo rutulių. Nesirenkant iš 
dėžės išimamas vienas rutulys. Kokia tikimybė išimti: 

a) baltą rutulį; 

b) juodą rutulį? 

Taisyklinga moneta metama 4 kartus. Surašykite visus galimus šio ban- 
dymo elementariuosius įvykius. Priskirkite jiems tikimybes. 

Dėžėje yra trys rutuliai, kurie skiriasi tik spalva: baltas, raudonas ir 
juodas. Atsitiktinai iš dėžės vienas po kito traukiami du rutuliai. Ištraukus 
pirmąjį, jis negrąžinamas. Sudarykite šio bandymo elementariųjų įvykių 
aibę. Priskirkite elementariesiems įvykiams tikimybes. 

Tas pats, kaip ir 5 uždavinys, tik prieš traukiant antrą rutulį, pirmasis vėl 
grąžinamas į dėžę. 

Dėžėje yra 3 rutuliai, kurie skiriasi tik spalva: 2 juodi ir 1 baltas. Nesiren- 
kant vienas po kito traukiami du rutuliai. Pirmasis negrąžinamas. Suda- 
rykite: a) šešiaelementę elementariųjų įvykių aibę; b) trielementę elemen- 
tariųjų įvykių aibę. 

Dėžėje yra 2 juodi ir 1 baltas rutulys. Jie skiriasi tik spalva. Vienas po kito 
traukiami du rutuliai. Prieš traukiant antrą, pirmasis grąžinamas į dėžę. 
Sudarykite elementariųjų įvykių aibę. Priskirkite elementariesiems įvy- 
kiams tikimybes. Raskite tikimybę, kad pirmas ištrauktas rutulys bus 
baltas. 

Skaičiai 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 parašomi po vieną kortelėse. Kortelės 
sudedamos į dėžutę ir sumaišomos. Nesirenkant imama viena kortelė. 
Kokia tikimybė, kad joje parašytas skaičius yra: a) lyginis; b) nelyginis; 
c) pirminis; d) dalijasi iš 37 

Metami du lošimo kauliukai. Apskaičiuokite tikimybę, kad: 

a) iškritusių akučių suma lygi dviem, trim, keturiems, ..., dvylikai; 

b) iškritusių akučių suma didesnė už 6; 

c) iškritusių akučių suma didesnė už 3, bet mažesnė už 8. 

Sakykime, kad taisyklingo lošimo kauliuko sieną, pažymėtą 6 akutėmis, 
perdažėme ir pažymėjome 3 akutes. Raskite tikimybę, kad: 

a) atsivers trys akutės; 

b) atsivers ne mažiau kaip keturios akutės; 

c) atsivers ne mažiau kaip 3 ir ne daugiau kaip 4 akutės. 

Penkios vienodos kortelės, kuriose parašytos raidės A, D, E, L, S, atsitik- 
tinai dedamos į eilę. Kokia tikimybė sudėti žodį LEDAS? 

Devynios kortelės pažymėtos skaitmenimis 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Nesi- 
renkant imamos keturios kortelės ir dedamos viena greta kitos. Gaunamas 
keturženklis skaičius. Kokia tikimybė, kad jis bus lyginis? 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


Krepšyje sudėta 10 kamuolių. Jie sunumeruoti nuo 1 iki 10. Nesirenkant 

išimami du kamuoliai. Kokia tikimybė, kad tai bus 2-asis ir 5-asis kamuolys? 

Parduotuvėje yra 10 vienos rūšies garso kolonėlių, iš kurių viena prastos 

kokybės. Kokia tikimybė, kad, pirkdami 2 kolonėles, įsigysime prastos 

kokybės kolonėlę? Kokia tikimybė, kad abi nupirktos kolonėlės bus geros 
kokybės? 

Meskite dvi monetas 50 kartų ir žymėkite metimų rezultatus. Apskai- 

čiuokite dažnius tokių baigčių: abiejų monetų atsivertė herbas, vienos 

monetos atsivertė herbas, kitos — skaičius, abiejų monetų atsivertė skai- 
čius. Ar galima, jūsų nuomone, sakyti, kad nurodytos bandymo baigtys 
yra vienodai galimos? 

Dėžėje yra 12 baltų ir 8 juodi vienodo didumo rutuliai. 

a) Nesirenkant išimtąs vienas rutulys. Kokia tikimybė, kad jis baltas? 

b) Nesirenkant išimtas vienas rutulys. Kokia tikimybė, kad jis juodas? 

c)* Nesirenkant išimti du rutuliai. Kokia tikimybė, kad jie skirtingų spalvų? 

d)* Nežiūrint išimti aštuoni rutuliai. Kokia tikimybė, kad trys iš jų juodi? 

e)* Nežiūrint išimti aštuoni rutuliai. Kokia tikimybė, kad juodų rutulių 
išimta ne daugiau kaip trys? 

Poliklinikoje yra du dantų gydytojai. Du ligoniai atsitiktinai (neteikdami 

nė vienam iš gydytojų pirmenybės) pasirenka gydytoją. 

a) Sudarykite elementariųjų įvykių aibę. 

b) Raskite įvykiui 
A = „Ligoniai pasirinko skirtingus gydytojus“ 
palankius elementariuosius įvykius. 

c) Elementariesiems įvykiams priskirkite pagrįstas tikimybes ir apskai- 
čiuokite įvykio A tikimybę. 

Degustatorius turi eilės tvarka išrikiuoti trijų rūšių — A, B ir C — arbatą 

atsižvelgdamas į skonį. 

a) Apibrėžkite bandymą. 

b) Sudarykite elementariųjų įvykių aibę. 

c) Sakykime, kad degustatorius dar neįgudęs skirti arbatos rūšių ir išri- 
kiuoja jas atsitiktinai. Kokia tikimybė, kad arbatą A jis pripažins gar- 
džiausia? Prasčiausia? 

Bandymas turi dvi galimas baigtis, kurių tikimybės sutinka kaip 2 : 1. 

Raskite tas tikimybes. 

Elementariųjų įvykių aibę sudaro trys elementarieji įvykiai, kurių ti- 

kimybės (galimybės) vertinamos santykiu 3 : 2 : 1. Raskite šių elemen- 

tariųjų įvykių tikimybes. 

Elementariuju įvykių aibę sudaro trys elementarieji įvykiai: E), E>, Es. 

Įvykių E, ir E; tikimybės lygios, o įvykio E; tikimybė dvigubai didesnė nei 

įvykio E, . Raskite įvykių E; , E; ir Es tikimybes. 

Taikinys turi 5 nesusikertančius sektorius: 51, 55, 53, S, ir 55. Šaulys, i 

juos pataikęs, gauna atitinkamai 1, 2, 3, 4 ir 5 taškus. Tikimybės pataikyti 

į sektorius yra 

P(S,)=0,25, Р(5,)-0,2, Р(5;)-0,2, P(S} = 0,15, P(S;)= 0,1. 
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Tikimybė, kad šaulys iš viso nepataikys į taikinį, lygi 0,1. Raskite ti- 
kimybes šių įvykių: 

А, = „Šaulys gaus пе mažiau Каір k taškų“, k = 1, 2, 3, 4, 5; 

B = „Šaulys gaus lyginį skaičių taškų“; 

C = „Šaulys gaus nelyginį skaičių taškų“; 

D = „Šaulys gaus tris arba keturis taškus“. 

24. Tikimybės, kad teksto rinkėjas viename puslapyje padarys 0, 1, 2, 3, 4, 
daugiau kaip 4 klaidas yra atitinkamai 0,05, 0,2, 0,3, 0,2, 0,15, 0,1. 
Raskite tikimybes, kad rinkėjas padarys: 

a) bent 1 klaidą; 

b) bent 3 klaidas; 

c) ne daugiau kaip 1 klaidą; 

d) ne daugiau kaip 3 klaidas; 

e) ne mažiau kaip 2 ir ne daugiau kaip 4 klaidas. 


2.3. АІВЕ5 IR ĮVYKIAI 


Trumpai apibūdinsime aibės sąvoką. Galima nagrinėti visų realiųjų skai- 
čių aibę, natūraliųjų skaičių aibę, visų kurios nors mokyklos mokinių aibę, 
kurio nors miesto gyventojų aibę ir t.t. Elementų visuma sudaro aibę. Aibė 
duota, kai nurodyti visi jos elementai. Aibės elementus galima nurodyti re- 
miantis kuriuo nors bendru požymiu arba paprasčiausiai sudaryti jų sąrašą. 
Pastarasis būdas ypač tinka, kai aibės elementų skaičius yra baigtinis. 

Aibės sąvokos apibrėžimo matematikoje nėra. Tai viena iš pradinių, pa- 
grindinių matematikos sąvokų (kaip ir taškas, tiesė, plokštuma), padedanti 
apibrėžti kitas matematikos sąvokas ar tyrimo objektus. 

Sakykime, kad atliekame kokį nors bandymą. Jo elementariųjų įvykių 
aibę pažymėkime raide E. Elementariųjų įvykių kilmė tikimybių teorijoje 
visiškai nesvarbi. Elementariųjų įvykių aibė — tai bandymo baigčių aibė: bet 
kuri bandymo baigtis atitinka vieną ir tik vieną elementariųjų įvykių aibės 
elementą. Apie kurį nors įvykį A galime kalbėti tik tada, kai kiekvienai ban- 
dymo baigčiai (elementariajam įvykiui) žinoma, ar įvykis A įvyko, ar neįvyko. 
Kiekvienas su atliekamu bandymu susijęs įvykis gali būti sutapatintas su tam 
tikra aibės E dalimi, t.y. su jam palankių elementariųjų įvykių visuma. Kitaip 
tariant, kiekvienas įvykis yra elementariųjų įvykių aibės E poaibis (dalis). 
Toliau šių abiejų sąvokų neskirsime. Ir įvykius, ir aibės E poaibius žymėsime 
raidėmis A, B, C ir pan. Tai, kad kuris nors įvykis A yra elementariųjų įvykių 
aibės poaibis, užrašoma taip: 

Ac E. 


Aibių kalba toks užrašas reiškia, kad kiekvienas aibės A elementas (ele- 
mentarusis įvykis) yra ir aibės E elementas (2.2 pav.). 
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2.2 рау. 


Jau рег pirmasias matematikos pamokas i$mokstame atlikti aritmetinius 
veiksmus su sveikaisiais, o vėliau ir su realiaisiais skaičiais. Tuos veiksmus 
atliekame pagal tam tikras taisykles. Panašiai atliekami ir veiksmai su 
aibėmis. Pirmiausia susitarsime, kokias aibes laikysime lygiomis. 


2.4 apibrėžimas 
Dvi aibės yra lygios, jei visi pirmosios aibės elementai priklauso 
antrajai aibei ir, atvirkščiai, visi antrosios aibės elementai priklauso 
pirmajai aibei. 


Pavyzdys. Skaičių aibės А = (1,2, 3 } ir B = (3,2, 1 | yra lygios, t.y. 
A = B. Raidžių aibės C = [ n, a, т, o } ir D = [ т, a, п, о } yra lygios, t.y. 
C=D. m 


AIBIŲ SĄJUNGA IR SANKIRTA 


2.5 apibrėžimas 
Dviejų aibių A ir B sąjunga vadiname aibę A U B, kurios kiekvienas 


elementas priklaušo bent vienai iš aibių A arba B. 


Tekste sąjungos ženklas u skaitomas „arba“. Tai atitinka aibių sąjungos 
apibrėžimą: kiekvienas aibės A v B elementas priklauso arba aibei A, arba 
aibei B. Žodelis „arba“ reiškia, kad aibės A v B elementas gali tuo pačiu metu 
priklausyti ir aibei A, ir aibei B. Kalbant apie įvykius, pasakymas „įvyko įvykis 
А v B“ reiškia tą patį, ką ir pasakymas „įvyko įvykis А arba įvykis B“. 


2.7 pavyzdys. Metame lošimo kauliuką. Elementariųjų įvykių aibę užrašome 
taip: 
E = { E, E, Ез, E, E;, Eg}. 
Aišku, kad Е, = „Iškrito viena akutė“, E; = „Iškrito dvi akutės“ ir t.t. Įvykį 
A = „Iškrito dvi arba trys akutės“ galima užrašyti taip: 
А ={ E>, Es] = Ко о Ез . 
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Ivyki B = „Iškrito lyginis akučių skaičius arba dvi akutės“ galima užrašyti 


B=| E, E, Es) U Е, =| E, Ep Eg] = E; Ç E, о Es. 
E 


2.3 pav. 


2.3 paveiksle pavaizduotos aibės A ir B. 
Pastarojoje lygybėje užrašėme dar neapibrėžtą trijų aibių sąjungą. Trijų 
ir daugiau aibių sąjunga apibrėžiama taip pat kaip ir dviejų aibių sąjunga. m 


2.6 apibrėžimas 
Aibių A, B, C, ... sąjunga vadinama tokia aibė, kurios kiekvienas 
elementas priklauso bent vienai iš aibių A, B, C, ... . Sąjunga žymima 
taip; AU B O C... . 


Iš aibių sąjungos apibrėžimo išplaukia lygybės: 
AUB=BuUA, 
AU(BUOC)=(AUB)LUC=AUBUC. 


2.6 apibrėžimą įvykiams galėtume formuluoti taip. 


2.6” apibrėžimas 


Įvykių A, B, C, ... sąjunga vadinamas toks įvykis, kuris įvyksta, kai 
įvyksta bent vienas iš įvykių А, B, C, .... 


Pavyzdys. Metame lošimo kauliuką. Įvykį A = „Iškrito daugiau kaip trys 
akutės“ galime užrašyti taip: 


A = E, UE; U Eg. 


Čia pavartojome 2.7 pavyzdžio žymėjimus. m 
Aibės dažnai vaizduojamos piešiniais. Tai padeda geriau suvokti, o kartais 
ir rasti aibių veiksmo rezultatą. 
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AUB AnB 


2.4 pav. Aibiu veiksmai 


Dabar apibrėšime aibių veiksmą, kurio rezultatas yra aibių sankirta. Jis 
žymimas ženklu n. 

Kurio nors elemento priklausymą dviem aibėms kalbant apie įvykius 
atitinka jungtukas „ir“. Įvykis „A ir B“ susideda iš tų elementariųjų įvykių, 
kurie priklauso ir aibei A, ir aibei B. 


2.7 apibrėžimas 


Dviejų aibių A ir B sankirta (sandauga) A n B yra aibė, susidedanti 
iš tų elementų, kurie priklauso ir aibei A, ir aibei B. 


2.8 pavyzdys. Dar kartą pasitelkime 2.7 pavyzdį, kuriame 
А = [ Е,, Ез}, B=| E, E, Е}. 


Todėl šiuo atveju 
AnBz( E, E} ^ ( E; E, Eg] = Ev. 

Žodžiais galime pasakyti, kad įvykis „A ir B“ įvyksta tada ir tik tada, kai 
įvyksta įvykis E,= „Iškrito dvi akutės“. Gali atsitikti, kad nebus elemento, 
priklausančio abiem aibėms. Pavyzdžiui, A ^ E; = ( Ко, Ез} (1 E,. Tada saky- 
sime, kad aibių sankirta yra tuščioji aibė. Ją žymėsime Ø, t.y. užrašysime 

AnE,=0. 
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мо 


Akivaizdu, кад visada Р(О) = 
čius уга lygus nuliui.) ш 


= 0. (Palankių elementariųjų įvykių skai- 


Aibių sankirta subrūkšniuota 2.4 paveikslo paskutinėje diagramoje. 
Panašiai apibrėžiama trijų ir didesnio skaičiaus aibių sankirta. Įvykių 
sankirta apibrėžiama taip. 
2.7 apibrėžimas 
Įvykių A іг B sankirta (sandauga) vadinamas įvykis А е B, kuris 


įvyksta tada, kai įvyksta ir įvykis A, ir įvykis B. 


Pavyzdys. Į elektrinę grandinę nuosekliai įjungti du jungikliai. Kiekvie- 
nas jų gali būti įjungtas ar išjungtas. Nagrinėkime įvykius: A = „Įjungtas 
1-as jungiklis“, B = „Įjungtas 2-as jungiklis“ ir C = „Grandine teka srovė“. 
Tada, sujungus tą elektrinę grandine, C = Ас B. m 
Galima nagrinėti trijų, keturių ir apskritai bet kurio skaičiaus įvykių 
sankirtą. 
2.8 apibrėžimas 
Aibių A, B, C, ... sankirta vadinama tokia aibė, kurios elementai 
priklauso visoms aibėms A, B, C, ... . Sankirta žymima taip: 


ANBNC... 


Iš aibių sankirtos 2.7 ir 2.8 apibrėžimų išplaukia šios formulės: 
AnBzBnA, 
AnG(BnC)-(AnB)hnC-AnBncC. 


2.8 pavyzdyje, atliekant veiksmus su aibėmis, teko pavartoti tuščiosios 
aibės sąvoką. Lygiai taip yra naudinga įvykio, kuris negali įvykti, sąvoka. 
Sakykime, metame monetą. Mūsų bandymo sąlygomis įvykiai „Atsivertė ir 
herbas, ir skaičius“, „Moneta nuskriejo į kosminę erdvę“, „Moneta nukrito ant 
briaunos“ įvykti negali. 

2.9 apibrėžimas 
Įvykis, kuris atliekant bandymą negali įvykti, vadinamas 


negalimuoju. 


Negalimajam įvykiui nėra nė vieno palankaus elementariojo įvykio. Ne- 
galimąjį įvykį, kaip ir tuščiąją aibę, žymėsime Q. Pabrėžiame, kad su bet 
kuria aibe A yra teisingos lygybės 

А uU Ø= A, AnO-240. 


2.10 apibrėžimas 
Įvykis, kuris atliekant bandymą būtinai įvyksta, vadinamas 


būtinuoju. 


Būtinajam įvykiui yra palankūs visi nagrinėjamo bandymo elementarieji 
įvykiai. Būtinąjį įvykį žymėsime raide E. 
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25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Pavyzdžiai. Metame moneta. Įvykis A = „Atsivertė herbas arba skaičius“ 
yra būtinasis. Metame lošimo kauliuką. Įvykis A = „Iškrito bent viena 
akutė“ yra būtinasis. 
Iš 2.10 apibrėžimo tiesiogiai išplaukia lygybės: 

AUE-E, ANE=A. 


Be to, akivaizdu, kad Р(Е)- Med. a 
n 


UŽDAVINIAI 

Pavaizduokite šiuos sąryšius diagramomis, panašiomis į pateiktas 2.4 
paveiksle: 

a)A=A; b Arn A =@; c) АУА = E; 

d) An Bc A; е AnB-AUB; f) AuB- An B; 

g АСАӘВ. 


Elementariuju įvykių aibę sudaro aštuoni elementarieji įvykiai Е}, Е, ... 


Es, o Р(Е)-:, i = 1, 2, ..., 8. Įvykiai A ir В apibrėžiami taip: 
A = { E, E,, Eg A 
В = | Ез, E,, Es, Es, Ej) + 


Apskaičiuokite tikimybes: a) P(A); b) P(A ); с) P(B); d) P(B); е) P(A U B); 
f P(A n B). 


Į taikinį šaunama tris kartus. Nagrinėkime įvykius A, = „Pataikyta 
k-tuoju šūviu“, k = 1, 2, 3. Taikydami įvykių A, ir A, veiksmus, užrašykite: 
A = „Pataikyta visus tris kartus“; 

B = „Tris kartus nepataikyta"; 

C = „Pataikyta bent vieną kartą“; 

D = „Nepataikyta bent vieną kartą“; 

F = „Pataikyta ne mažiau kaip du kartus“; 

G = „Pataikyta ne daugiau kaip vieną kartą“; 

H = „Pataikyta ne ankstesniu kaip trečiuoju šūviu“. 

Pro mikroskopą stebimos keturios ląstelės. Per stebėjimo laiką kiekviena 
jų gali skilti arba neskilti. Nagrinėjami įvykiai: 

A = „Skilo viena ląstelė“; 

B = „Skilo bent viena ląstelė“; 

C = „Skilo ne mažiau kaip dvi ląstelės“; 

D = „Skilo visos keturios ląstelės“. 

Ką reiškia įvykiai: а) А U B;b А n В; с) B оС; d) B n С; е) Вс D? 
Ar teisinga lygybė BN D = Cn D? 

Bandymo elementariųjų įvykių aibę sudaro n elementariųjų įvykių. Kiek 
skirtingų įvykių (įskaitant būtinąjį ir negalimąjį įvykius) susiję su šiuo 
bandymu? 
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2.4. ĮVYKIŲ NESUTAIKOMUMAS 


Jau minéjome, kad yra įvykių, kurie negali įvykti vienu metu. Pavyzdžiui, 
metant monetą, negali vienu metu atsiversti ir herbas, ir skaičius. 


2.11 apibrėžimas 
Du įvykiai vadinami nesutaikomais, jei nėra abiem įvykiams pa- 
lankaus elementariojo įvykio. k įvykių vadinami nesutaikomais, jei 
kiekvieni du iš šių įvykių yra nesutaikomi. 


Kadangi nėra elementariojo įvykio, priklausančio nesutaikomiems įvykiams 
A ir B, tai tų įvykių sankirta уга tuščioji aibė: A ^ B= Ø. Jei k įvykių уга 
nesutaikomi, tai bet kurių dviejų šių įvykių sankirta yra tuščioji aibė (2.5 pav.). 


2D 


2.5 pav. Nesutaikomi įvykiai 


2.9 pavyzdys. Metame lošimo kauliuką. Nagrinėkime įvykius A = „Iškrito 
viena akutė“ ir B = „Iškrito lyginis skaičius akučių“. Akivaizdu, kad nėra 
elementariojo įvykio, palankaus ir įvykiui А, ir įvykiui B, vadinasi, įvykiai 
A ir B yra nesutaikomi. Apskaičiuosime įvykio А v B = „Iškrito viena 
akutė arba lyginis akučių skaičius“ tikimybę. Įvykiui A palankus vienas 
elementarusis įvykis, o įvykiui B — trys. Abiem palankių elementariųjų 
įvykių nėra. Todėl 


1-4. 


е LB s 
P(AUB)== = .+5-Р(А) +Р(В)= =. и 


L 
6 
Ar visada teisinga lygybė 

P(A ú B) = P(A) + P(B)? 
Į šį klausimą atsako 2.1 teorema. 
2.1 teorema 


Jei įvykiai A ir B yra nesutaikomi, tai jų sąjungos tikimybė lygi 
įvykių A ir B tikimybių sumai: 


P(A ú B) = P(A) + P(B). (2.3) 


Įrodymas. Sakykime, kad i$ n elementariųjų įvykių m, elementariųjų 
įvykių yra palankūs įvykiui A ir mg — palankūs įvykiui B. [vykiui A U B 
palankūs abiejų aibių elementarieji įvykiai. Ju bus m4 + тв, nes nėra nė vieno 
abiem aibėms A ir B palankaus elementariojo įvykio. Todėl 
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ma + Тв „ЗА „ПО 


P(AUB)= =P(A)+P(B). m 


n 
2.1 teoremą galima taikyti bet kuriam nesutaikomų įvykių skaičiui 
(2.5 pav.). 


2.2 teorema 
Jei А;, А», .., A, - nesutaikomi įvykiai, tai 


P(A, ы А» M ass. 9) Ap) = Р(А)) + Р(А,) “ЕЕ P(A,). (2.4) 


Ši teorema įrodoma panašiai kaip 2.1 teorema. Siūlome tai padaryti 
savarankiškai. m 

Deja, (2.3) lygybė nėra teisinga su bet kuriais įvykiais A ir B. Tada įvykių 
sąjungos tikimybės formulė yra sudėtingesnė. 


2.3 teorema 
Su bet kuriais įvykiais A ir B teisinga lygybė: 


P(A о B) = P(A) + P(B) - P(A n B). 


Įrodymas. Įvykio A U B tikimybė lygi sumai tikimybių tu elementariųjų 
įvykių, kurie priklauso įvykiui A u B. Suma Р(А) + P(B) yra lygi sumai 
tikimybių elementariųjų įvykių, sudarančių aibę A, ir tikimybių elementariųjų 
įvykių, sudarančių aibę B. Aišku, kad sumoje P(A) + P(B) tikimybės tų ele- 
mentariųjų įvykių, kurie priklauso ir aibei A, ir aibei B, sudėtos po du kartus. 
Kitaip sakant, elementariųjų įvykių, priklausančių įvykiui A ^ B tikimybės (ir 
tik šios tikimybės) reiškinyje P(A) + P(B) susumuotos po du kartus. Todėl, jei 
iš reiškinio P(A) + P(B) atimsime P(A ^ B), gausime A u B sudarančių 
elementariųjų įvykių tikimybių sumą. Taigi teisinga (2.5) lygybė. m 


2.12 apibrėžimas 
Jei įvykiai A,, А», ..., A, yra nesutaikomi ir jų sąjunga sutampa su 
visų elementariųjų įvykių aibe E, tai tie k įvykių sudaro aibės E 
skaidinį į А poaibių. 


E 
Е = А, U AU Ауд А) мА; 


2.6 pav. Aibės E skaidinys į 5 poaibius 


2.4 teorema 
Jei aibės A,, А», ..., A, sudaro elementariųjų įvykių aibės E skaidinį, 
tai 


P(A,)+ Р(А,) +... + РА) = 1. 


43 


Įrodymas. Remsimės 2.2 teorema: 
P(A,)+ Р(А,) +... + Р(А,) = РА, о Aç U... UA) = Р(Е) = 1. m 


2.10 pavyzdys. Daugeliui žinomas žaidimas, kuriame reikia atspėti 5 lai- 
mingus skaičius iš 36. Šiuo atveju bandymas yra pasirinkimas penkių 
skaičių iš 36. Kadangi skaičių pasirinkimo tvarka nesvarbi, reikia ap- 
skaičiuoti derinius iš 36 po 5. Tiek bus skirtingų penkių skaičių rinkinių. 
Jie ir sudarys elementariųjų įvykių aibę. Laikysime, kad kiekvienas rin- 
kinys turi tiek pat galimybių būti pasirinktas. Nagrinėsime tokius įvykius: 
А, = „Neatspėtas nė vienas skaičius“, 

A, = „Atspėtas vienas skaičius“, 
A, = „Atspėti du skaičiai“, 


As = „Atspėti penki skaičiai“. 


Apskaičiuosime šių įvykių tikimybes. Įvykiui А, yra palankūs rinkiniai, 
sudaryti tik iš nelaimingų skaičių, kurių yra 36 — 5 = 31. Todėl įvykiui 
А, palankių elementariųjų įvykių уга C$; . Gauname: 


31! 
P(A)= ©З! = 51.26! 27-28-29-30-31 _ 
С 36! 32.33.34.35.36 
51-81! 
Įvykiui A, yra palankūs tie penkių skaičių rinkiniai, kurių vienas skaičius 
laimingas, o kiti — ne. Vieną laimingą skaičių galime pasirinkti C} būdais, 
keturis nelaimingus skaičius (iš 31) - C4, = 31 456 būdais. Todėl, re- 
miantis daugybos taisykle, įvykiui A, palankių elementariųjų įvykių bus 
СЕ. C$, = 157 325. Taigi Ci.c: 
Р(А,) = ——3 20,417. 
С 
Įvykiui А» yra palankūs tie penkių skaičių rinkiniai, kurių du skaičiai 
laimingi, o trys — nelaimingi. Du laimingus skaičius galima pasirinkti 
C? = 10 būdų, o tris nelaimingus — C$, = 4495 būdais. Vadinasi, įvykiui 
A, palankių elementariųjų įvykių bus 
С? . C3, = 44 950. 


0,45. 


Todėl 
с? . СЗ 
P(A,)= а 0,1119. 
36 
Visiškai panašiai randame, kad 
3 2 
P(A,)= Cs Си. = 0,012, 


36 
4 1 
P(A,)= Се "Си _ 0 0004, 
Сз 


P(A,)= ar = 0,000002652576 . 


36 


44 


Įvykiai Ao, A,, ..., As yra nesutaikomi ir sudaro elementariųjų įvykių aibės 
E skaidinį. Todėl, remdamiesi 2.4 teorema, galime tvirtinti, kad 


Р(А) + P(A) +... + Р(А,) = 1. 


Savarankiškai patikrinkite šią lygybę. (Atsižvelkite į apvalinimą.) 
Priminsime, kad žaidime 5 iš 36 laimima tada, kai atspėjami bent 3 
skaičiai, t.y. trys arba keturi, arba penki skaičiai. Todėl laimėjimo 
tikimybė 

P(A; U A, U A;) = Р(Аз) + Р(А,) + P(A;) . 


Rašydami šią lygybę, vėl remiamés tuo, kad įvykiai Аз, A,, A; yra 
nesutaikomi. Įrašę tikimybių P(A4) P(A,) Р(А;) apytiksles reikšmes, 
apskaičiuojame tikimybę laimėti loterijoje 5 iš 36: 

P(A; ы A4 uU А5) = 0,0127. n" 


UZDAVINIAI 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


Metame lošimo kauliuką. Apibrėžkime įvykius 

A = „Iškrito viena akutė“, 

B = „Iškrito lyginis akučių skaičius“. 

Ar įvykiai A ir B nesutaikomi? Apskaičiuokite įvykio C = „Iškrito viena 
arba dvi, arba trys akutės“ tikimybę. 


a) Raskite P(A U B), kai P(A) = 0,4, P(B) = 0,5, P(A ^ B) = 0,25. 
b) Raskite P(A ^ B), kai P(A) = 0,15, P(B) = 0,65, P(A U B) = 0,72. 
Ar įvykiai A ir B gali būti tokie, kad: 

a) P(A) = 0,6, P(B) = 0,7 ir РА n B) = 0,22 

b) P(A) = 0,6 ir P(A n B) = 0,8? 

c) P(A) = 0,7 ir P(A Ә B) = 0,6? 


Tarkime, kad atliekame 2.6 pavyzdyje (p. 31) aprašytą bandymą, t.y. 
metame raudoną ir baltą kauliuką. Apskaičiuokite tikimybes šių įvykių: 
a) „Iškrito 3 ir 4 akutės“, 

b) „Nė vieno kauliuko neiškrito nei 3, nei 4 akutės“; 

c) „Abiejų kauliukų iškrito ne mažiau kaip 3 akutės“; 

d) „Abiejų kauliukų iškritusių akučių suma lyginė“; 

e) „Abiejų kauliukų iškritusių akučių suma nelyginė“. 

Kortelėse parašomi skaičiai 1, 2, 3, ..., 20. Jos sumaišomos ir dedamos į 
dėžutę. Nežiūrint traukiama viena kortelė. Kokia tikimybė, kad joje pa- 
rašytas skaičius yra pirminis arba dalijasi iš 3? 

Į donorų sąrašą įrašyta 20 žmonių. Iš jų 10 turi pirmosios grupės kraują. 
Atsitiktinai iš sąrašo išrinkti 3 donorai. Raskite tikimybę, kad pirmosios 
grupės kraują turės: 

a) visi trys donorai; c) vienas iš jų; 

b) du iš jų; d) nė vienas. 
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36. Įsivaizduokite, kad turime sąrašą Lietuvos šeimų, auginančių po tris 
vaikus. Atsitiktinai iš to sąrašo pasirenkame vieną šeimą. Apskaičiuokite 
tikimybes įvykių: 

a) „Visi trys vaikai šeimoje — berniukai“; 

b) „Šeimoje du berniukai ir viena mergaitė“; 

c) „Šeimoje dvi mergaitės ir berniukas“; 

d) „Šeimoje trys mergaitės“. 

(Laikykite, kad mergaitės ir berniuko gimimo tikimybės yra lygios.) 

37. Į knygų lentyną statome keturtomę enciklopediją nežiūrėdami į tomų 
numerius. Apskaičiuokite tikimybes šių įvykių: 

A = „Visi tomai sudėti iš eilės“; 

B = „Vienas tomas yra savo vietoje“; 

C = „Du tomai yra savo vietoje“; 

D = „Bent vienas tomas yra savo vietoje“; 

F = „Trys tomai yra savo vietoje“; 

G = „Visi tomai yra ne vietoje“. 

Kurie šių įvykių sudaro visos elementariųjų įvykių aibės E skaidinį? 

38. Prekybos centras kasdien gauna atsitiktinį skaičių, kintantį nuo O iki 6, 
užsakymų su tikimybėmis: 0,05, 0,1, 0,15, 0,3, 0,2, 0,1, 0,05. Apskaičiuokite 
tikimybę, kad: 

a) bus gauta daugiau negu 3 užsakymai; 
b) bus gautas bent vienas užsakymas; 
c) užsakymų skaičius bus didesnis negu 2 ir mažesnis negu 6. 

39. Penkiose kortelėse užrašome skaitmenis 1, 2, 3, 4, 5. Korteles apverčiame 
ir sumaišome . Traukiame vieną po kitos 3 korteles ir, dėdami jas viena 
šalia kitos, sudarome triženklį skaičių. Kokia tikimybė, kad tas skaičius 
bus: a) lyginis? b) nelyginis? c) dalus iš 5? 

40*.Žinoma, kad iš dvylikos vienodai atrodančių lempučių dvi yra nedegančios 
ir dešimt degančių. Lemputes tikriname iš eilės, kol randame abi nede- 
gančias. Kokia tikimybė, kad antra nedeganti lemputė bus rasta atliekant 
k-tąjį bandymą (k = 2, 3, ..., 12)? 


2.5. ĮVYKIŲ NEPRIKLAUSOMUMAS 


Tikimybių teorijoje labai svarbi įvykių nepriklausomumo sąvoka. Ją pa- 
iliustruosime vėl pasitelkdami 2.6 pavyzdį. 


2.5 uždavinys. Apskaičiuokite įvykio „Raudonojo kauliuko iškritusių akučių 
skaičius ne didesnis už 3, o baltojo — ne mažesnis už 5“ tikimybę. 


Sprendimas. Reikia apskaičiuoti tikimybę įvykio, kuris įvyksta, kai yra 
tuo pačiu metu išpildytos dvi sąlygos: r < 3, b 2 5. Tarkime, kad A - elemen- 
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tariųjų įvykių, tenkinančių sąlygą r < 3, aibė, o B - elementariųjų įvykių, 
tenkinančių sąlygą b > 5, aibė. Reikia apskaičiuoti įvykio A ^ B tikimybę. Iš 
2.1 lentelės (p. 31) matome, kad šiai sankirtai priklauso 3 - 2 = 6 elementarieji 
įvykiai iš trijų pirmųjų eilučių ir dviejų paskutiniųjų stulpelių. Todėl 


(Але 022. 
36 6 
Panašiai randame tikimybes 
ролу 2 ir р(В) = 12-1 ' 
36 2 36 3 
Taigi 
Р(АлВ)- P(A). P(B). ш (2.6) 


Pabandysime 2.6 lygybę paaiškinti intuityviai. Tarkime, kad du kauliu- 
kus metėme daug kartų. Natūralu tikėtis, kad įvykis r < 3 įvyks maždaug 
pusėje bandymų. Toliau nagrinėkime tik tuos bandymus, kurių 7 < 3. Kuriai 
jų daliai bus išpildyta sąlyga b > 5? Natūralu teigti, kad raudonojo kauliu- 
ko metimo rezultatas neturi jokios įtakos baltojo kauliuko metimo rezultatui. 


Todėl maždaug l tų metimų, kurių r < 3, tenkins sąlygą b 2 5. Taigi ban- 
3 g 


dymu, tenkinančių abi sąlygas, bus apytiksliai pusė bandymų trečdalio, t.y. 
ToL 1 
з 2 6 

Ar visada (2.6) lygybė teisinga? Matysime, kad taip yra ne visada. 

Nuojauta mums sako, kad raudonojo kauliuko metimo rezultatas ne- 
priklauso nuo to, kiek akučių iškrito metant baltajj kauliuką. Būtent šia 
prasme kasdienėje kalboje vartojama sąvoka „nepriklausomi įvykiai“. Akivaiz- 
džių įvykių nepriklausomumo pavyzdžių galima rasti be galo daug. Tai, kad 
metant vieną monetą atsiverčia herbas, nekeičia herbo ar skaičiaus atsivertimo 
tikimybės metant kitą monetą. Panašiai berniuko gimimas vienai motinai 
nekeičia tikimybės pagimdyti berniuką ar mergaitę kitai. Antra vertus, pasa- 
kymas, kad du įvykiai „vienas su kitu visai nesusiję“, paprastai reiškia, kad 
šių įvykių sankirtos tikimybę randame sudaugine atskirų įvykių tikimybes. 
Taip jau darėme 2.5 uždavinyje. Tačiau matematikoje kiekvieną sąvoką reikia 
tiksliai apibrėžti. 


2.13 apibrėžimas 


Įvykiai A ir B vadinami nepriklausomais, jei 
Р (Ас В) = P(A) . P(B). 


Taigi matematinis nepriklausomų įvykių apibrėžimas sutampa su įprastu 
gyvenimišku nepriklausomumo įvaizdžiu. Anksčiau kalbėjome apie nesutai- 
komus įvykius. Kad geriau išmoktume skirti įvykių nepriklausomumą ir ne- 
sutaikomumą, įrodysime tokį teiginį. 
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2.5 teorema 
Jei įvykiai A ir B yra nepriklausomi ir jų tikimybės yra teigiamos, 


tai jie nėra nesutaikomi. 


Įrodymas. Remiamės (2.6) lygybe. Iš teoremos sąlygų išplaukia, kad 
Р(А).Р(В)- PAnB)»0. (2.7) 
Jei įvykiai A іг B būtų nesutaikomi, tai A ^ B = Ø ir tada 
P(A a В) = Р(@) = 0, 

о tai jau prieštarauja (2.7) nelygybei. Gavome prieštarą. Tai ir reiškia, kad 
nepriklausomi įvykiai А ir B negali būti nesutaikomi. m 

Elementariųjų įvykių aibės sudarymas — labai svarbus, tačiau ne visada 
lengvas uždavinys. Tai priklauso ir nuo uždavinio sąlygos formuluotės. Net 


žymusis prancūzų matematikas enciklopedistas d'Alamberas (J. d'Alambert, 
1717-1783) klydo spręsdamas tokį uždavinį. 


2.6 uždavinys. Moneta metama du kartus. Kokia tikimybė, kad bent vieną 
kartą atsivers herbas? 


Sprendimas ir komentaras. D'Alamberas manė, kad yra trys vienodai 
galimos šio bandymo baigtys: HH, HS, SS. (HS = „Vieną kartą iškrito herbas, 
ө "EN PN 2 ЗА T" E " ЖЕ? 
kitą — skaičius“.) Todėl jo atsakymas buvo 3 Tačiau iš tikrųjų šio uždavinio 
bandymas yra ekvivalentus bandymui, kai metamos dvi skirtingo metalo mo- 
netos, pavyzdžiui, varinė ir sidabrinė. Dabar jau nesunkiai suvokiame, kad 
yra keturios bandymo baigtys: HH, HS, SH, SS. Pirmoji kiekvienos poros 
raidė reiškia varinės monetos metimo rezultatą, o antroji - sidabrinės. Todėl 
"P. 3 
teisingas atsakymas yra 1 

Nepriklausomų įvykių sąvoka leidžia šį ir panašius uždavinius spręsti 
nesudarant elementariųjų įvykių aibės. Pažymėkime įvykį 
A = „Bent vieną kartą atsivers herbas“. 
Tada E 
A = „Abu kartus atsivers skaičius“ = 
= „Pirmą kartą atsivers skaičius“ „Antrą kartą atsivers skaičius“ = B, с\ Bə. 
Kadangi įvykiai B, ir В» yra nepriklausomi, tai 


P(A) = P(B,^ Bj) = Р(В,). P(B,) = ; ' 


1.4 
24 
Todėl К 1 

Р(А) = 1-Р(А)=1-2=2, и 


Galima nagrinėti daugiau negu du nepriklausomus įvykius агра bandymus. 


2.14 apibrėžimas 


Įvykiai A,, А», Аҙ, ... vadinami nepriklausomais, kai tų įvykių san- 
kirtos tikimybė lygi jų tikimybių sandaugai, kad ir kokį imtume 
minėtų įvykių aibės poaibį. 
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Jei turime daugiau nei du įvykius, tai įvykių nepriklausomumas nėra tik 
nepriklausomumas poromis (kas du). Pavyzdžiui, kad trys įvykiai būtų nepri- 
klausomi, reikia, kad bet kurių dviejų įvykių sankirtos tikimybė būtų lygi 
tikimybių sandaugai ir visų trijų įvykių sankirtos tikimybė būtų lygi įvykių 
tikimybių sandaugai, t.y. įvykiai A,, А», As bus nepriklausomi, jei 


P(A, N А») = P(Aj) . Р(А,), (2.8) 
Р(А; N Аз) = Р(А,) . P(A3), (2.9) 
P(A; n Аз) = Р(А,) - Р(А;), (2.10) 
P(A, ^ A; n Аз) = P(A) - Р(А,) - P(A). (2.11) 


2.11 pavyzdys. Moneta metame du kartus. Sakykime, kad 
А, = ( HH, HS | = „Pirmą kartą atsivertė herbas“, 
A, = { HH, SH | = „Antrą kartą atsivertė herbas“, 
Аз = ( HS, SH | = „Vieną kartą atsivertė herbas“. 


Tada P(A) = P(A,) = Р(А)- і = 2. Қонақ pastos: Rad 


P(A; ^ Aj) = P(A; n Ay = P(A; n Аз) -2 š 


Įsitikinome, kad tenkinamos (2.8), (2.9) ir (2.10) lygybės, t.y. įvykiai A, 
A», Аз kas du yra nepriklausomi. Apskaičiuokime 
P(A; A^ Аз) = Р(@) = 0. 
1 
Bet P(A) - Р(А,) - Р(А,) =; | ; 5 = 5. Matome, kad šiuo atveju 
P(A ^ А» с\ A3) + P(A) - Р(А„). Р(А;), t.y. jsitikinome: iš to, kad kas du 
įvykiai yra nepriklausomi, neišplaukia, jog nepriklausomi yra trys įvykiai 


А, Ао іг Аз. ш 
2.12 pavyzdys. Dar kartą prisiminkime 2.6 pavyzdį (p. 31). Apibrėžkime 


įvykius 

А = { (r, b): 5-1,2 агра 5 } = { „Baltojo kauliuko iškrito 1, 2 arba 5 
akutės“ |, 

В = { (7, b): 5-4,5 arba 6) = { „Baltojo kauliuko iškrito 4, 5 arba 6 
akutės“ |, 

С = { (7, Б: r +b= 9 } = | „Abiejų kauliukų iškritusių akučių suma lygi 
9“ J. 


Nesunku patikrinti, kad įvykiai A, B, C tenkina (2.11) lygybę, o lygybės 

(2.8), (2.9) ir (2.10) netenkina. Siūlome tai patikrinti savarankiškai. Šis 

pavyzdys tam tikra prasme yra priešingas 2.11 pavyzdžiui. m 

Dabar jau galime gana lengvai išspręsti 2.1 pavyzdyje minėtą Merė už- 
davinį. 
2.7 uždavinys. Lošimo kauliukas metamas 4 kartus. Apskaičiuokite įvykio 

A = „Nė karto neiškris 6 akutės“ tikimybę. 

Sprendimas. Pažymėkime 

B, = [„k-tąjį kartą metant kauliuką, neiškris 6 akutės“), k = 1, 2, 3, 4. 
Tada 

A = B, n В, n B, n B, 
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Kadangi įvykiai B,, Во, B3, B, (kauliuko metimai) yra nepriklausomi, tai 
P(A) = P(B; n By В, г В,) = Р(В,). P(B,) - Р(В,) - P(B,) = 
5 5 5 5 


е 6 6 g 0482 


Matome, jog tikimybė, kad laimės Merė, lygi 

Рован viena karta iškris 6 ао = Р(А) =1- фо = 1 - 0,482 = 0,518. 
naudinga. Tikimybė laimėti yra mažesnė už tikimybę pralaimėti. Tiesa, tai 
nereiškia, jog nepavyks keleto partijų laimėti. Gautas rezultatas tik parodo, 
kad, žaidžiant pakankamai daug kartų, Merė laimės vidutiniškai 51,870 par- 
tijų. Deja, kol kas negalime pasakyti, ką reiškia „pakankamai daug“. Į panašius 
klausimus atsako matematinės statistikos rezultatai. m 


2.8 uždavinys. Du medžiotojai vienu metu ir nepriklausomai vienas nuo kito 
šauna į kiškį. Kiškis nušaunamas, kai bent vienas medžiotojas pataiko. 
Raskite tikimybę nušauti kiškį, kai medžiotojų pataikymo tikimybės yra 
lygios 0,8 ir 0,7. 

Sprendimas. Apskaičiuokime priešingojo įvykio 

„Kiškis nenušaunamas“ = A tikimybę. 

Pažymėkime įvykius: 

B, = „Pirmasis medžiotojas pataikė“, B, = „Antrasis medžiotojas pataikė“. 

Kadangi P(B,) = 0,8, Р(В,) = 07, A-B,n B, ir įvykiai B,,B, yra ne- 
priklausomi, tai 


P(A)=P(B, ^ Bj) = Р(В,). P(B,)= (1- P(B) - (1 — P(B5) = 0,2-0,3 = 0,06. 
Todėl P(A) = 1- P(A)=0,94. m 


Spresdami šį uždavinį, pasinaudojome gana akivaizdžiu teiginiu: jei įvy- 
kiai B, ir В, yra nepriklausomi, tai ir įvykiai B, іг B, nepriklausomi. Dabar tai 
nuosekliai įrodysime. 


2.6 teorema siiis 
Jei įvykiai A ir B nepriklausomi, tai ir įvykių poros A ir B, A ir B, 


A ir B - taip pat nepriklausomi įvykiai. 


Įrodymas. Įrodysime, kad įvykiai A ir B yra nepriklausomi. Kitus du 
atvejus siūlome įrodyti savarankiškai. Naudojantis diagramomis, nesunku 
įsitikinti, kad 

An^B-AUB. 
Todel 
P(AnB)= Р(АоВ) = 1 – P(A o D). (2.12) 
Dabar prisiminsime (2.5) lygybe: 
P(A u B) = P(A) + P(B) - РА n B). 
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Tesdami (2.12), gauname: 
P(AnB)21- (P(A) РВ)- РА n B) = 1 – P(A) - P(B) + P(A) . P(B) = 


-1- P(A)- P(B)(1 - РА) = (1 - P(A) - P(B) = P(A). P(B). 
Teorema jrodyta. m 
Pateiksime priklausomų įvykių pavyzdį. 


2.13 pavyzdys. Metame lošimo kauliuką. Apibrėžkime du įvykius 


A = „Iškrito daugiau kaip 3 akutės“, 

B = „Iškrito lyginis akučių skaičius“. 

Įvykiui A, taip pat kaip ir įvykiui B, palankūs 3 elementarieji įvykiai iš 
šešių. Todėl 


3. 4 
P(A)= Р(В)----. 
(А) (В) 6 2 
Įvykis А m B įvyks, jei iškris 4 arba 6 akutės. Todėl 
рдн ет. 
6 3 
Taciau 
pay pa A „Lali, 
9 2 4 3 
Iš čia išplaukia, kad A ir B nėra nepriklausomi įvykiai. m 
" ( 
UZDAVINIAI 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


Metamos trys monetos. Apskaičiuokite tikimybes įvykių: 

a) „Nė vienos monetos neatsivertė herbas“; 

b) „Atsivertė bent vienos monetos herbas“. 

Ar šie įvykiai yra nesutaikomi? Ar šie įvykiai nepriklausomi? 

Norint įvertinti laikraščių A ir B populiarumą buvo apklaustos šeimos. 
Nustatyta, kad 2096 šeimų perka laikraštį A ir 3096 šeimų perka laikraštį 
B. Taigi laikysime: tikimybė, kad šeima perka laikraštį A, yra P(A) = 0,2, 
o kad perka laikraštį B — P(B) = 0,3.. 

a) Ar galima įvykius A ir B laikyti nepriklausomais įvykiais? Pagrįskite 
savo nuomonę. 

b) Kokia tikimybė, kad šeima perka bent vieną iš A ir B laikraščių, jei 
laikysime, kad šie įvykiai nepriklausomi? 

c) Kokia to paties įvykio tikimybė, jei laikysime, kad įvykiai nesutaikomi? 
Metama moneta ir lošimo kauliukas. Kokia tikimybė, kad iškris herbas, o 
kauliuko atsivertusių akučių skaičius bus lyginis? 


Tikimybė, kad krepšininkas įmes baudos metimą, lygi 0,8. Kiek baudos 
metimų jis turėtų mesti, kad tikimybė pataikyti bent vieną kartą būtų ne 
mažesnė už (0,99? 

Įvykiai A ir B yra nepriklausomi. Įrodykite, kad ir įvykiai A ir B bei A 
ir B yra nepriklausomi (2.6 teorema). 
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46. 


47. 


48. 


Gaminant detale atliekamos 4 nepriklausomos operacijos. Tikimybe gauti 
broka po kiekvienos operacijos lygi 0,01. Apskaiciuokite tikimybe paga- 
minti gera detale. 

Elektroninis įrenginys, turintis 5 sudėtines dalis, veikia tinkamai, jei visos 
5 dalys veikia gerai. Kiekviena dalis veikia gerai su ta pačia tikimybe p 
ir genda nepriklausomai viena nuo kitos. Koks turėtų būti įrenginio dalių 
patikimumas p, kad viso įrenginio tinkamo veikimo tikimybė būtų ne 
mažesnė kaip 0,9? 

Trys šauliai šauna į taikinį. Pirmojo šaulio pataikymo tikimybė 0,8, antrojo 
— 0,75, trečiojo — 0,7. 

a) Kokia tikimybė. pataikyti bent vieną kartą? 

b) Kokia tikimybė pataikyti vieną kartą? 

c) Kokia tikimybė pataikyti du kartus? 


2.6. SĄLYGINĖ ТІКІМҮВЕ 


2.14 pavyzdys. Sakykime, kad Lietuvoje prekiaujama elektros lemputémis, 


pagamintomis dviejose gamyklose. Žinoma, kad 9096 I gamyklos ir 8076 II 
gamyklos produkcijos yra standartinė (standartinė, arba kokybiška, lem- 
putė turi degti ne mažiau 1000 valandų). Ве to, I gamykla gamina 60%, 
o II - 404 parduodamų elektros lempučių. Nesunku apskaičiuoti, kad 
8670 visos produkcijos yra standartinė. Todėl tikimybė nusipirkti kokybiš- 
ką lemputę lygi 0,86. Tačiau tarkime, kad, atėję į parduotuvę, sužinome, 
jog ji prekiauja I gamyklos lemputémis. Akivaizdu, kad šiuo atveju tiki- 
mybė nusipirkti kokybišką lemputę lygi 0,9. To paties įvykio „Nusipirkta 
kokybiška lemputė“ tikimybė pasikeitė. Kodėl taip atsitiko? Todėl, kad 
pasikeitė elementariųjų įvykių aibė. Nežinodami lemputes gaminančios 
gamyklos, rinkomės iš visų rinkoje esančių lempučių, sužinoję — tik iš 
pirmoje gamykloje pagamintų lempučių. Kitais žodžiais galėtume pa- 
sakyti, kad antras bandymas daromas esant papildomoms sąlygoms. m 


2.15 pavyzdys. Tarkime, kad jūs su draugu žaidžiate tokį žaidimą. Draugas 


meta lošimo kauliuką, o jūs nežiūrėdamas bandote atspėti atsivertusių 
akučių skaičių. Tikimybė atspėti lygi 2. Dabar sakykime, kad prieš spė- 
jant draugas jums pasako, jog atsivertė lyginis akučių skaičius. Aišku, 
kad, naudojantis šia informacija, tikimybė atspėti lygi š. Įvykio tikimybė 
pasikeitė sužinojus, kad jau įvyko kitas su nagrinėjamu bandymu susijęs 
įvykis — iškrito lyginis akučių skaičius (arba parduotuvėje parduodamos 
tik I gamykloje pagamintos lemputės). m 


Įvykių tikimybės, apskaičiuotos žinant, kad jau įvyko kitas su bandymu 


susijęs įvykis, vadinamos sąlyginėmis. Tikslų matematinį sąlyginės tikimybės 
apibrėžimą pateiksime vėliau. Dabar išspręskime uždavinį. 
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2.9 uždavinys. Dėžėje yra 2 Баш ir 2 juodi vienodo didumo rutuliai. 
Nesirinkdami vieną po kito imame rutulius iš dėžės. Tarkime, kad pirma 
ištraukiame baltą rutulį. Apskaičiuokite tikimybę, kad po to ištrauksime 
paeiliui du juodus rutulius. 

Sprendimas. Sudarykime elementariųjų įvykių aibę: 
E = | bbjj, bjbj, bjjb, 756), jbjo, jjbb |. 

(Aibės E elementas yra 4 raidžių rinkinys.) Rinkinys bbj/ žymi elementarųjį 

įvykį „Pirmasis ir antrasis paimtas rutulys buvo baltos spalvos, o trečiasis ir 

ketvirtasis — juodos“. Išrinkime tuos aibės E elementus, kurių pirmoji raidė 


yra b: 
В = { 56), bjbj, 5/6 1. 

Raide A pažymėsime įvykį: „Paeiliui ištraukiami du juodi rutuliai“: 
A = { bbjj, bjjb, jjbb |. 

Laikydami, kad visu elementariųjų įvykių tikimybės yra lygios, gauname: 
P(A) = 2, P(B) = 2. 


Kadangi pirmasis ištrauktas rutulys yra baltas, elementariųjų įvykių aibę 
„sSumažiname“, vietoj aibės E imdami aibę B. Kiekvieno aibės B elementariojo 
įvykio tikimybė lygi 2. Du aibės В elementarieji įvykiai bbjj іг bjjb yra palan- 
kūs įvykiui A. Todėl elementariųjų įvykių aibėje B įvykio A tikimybė bus lygi 
2. Si tikimybé ir vadinama salygine jvykio A tikimybe su salyga В. Tokia 
tikimybę žymėsime 
Р(А IB). 
Müsu pavyzdyje 


2 
Р(АІВ) = =. 


Nesunkiai randame, kad 
А n B = { bbjj, bjjb |. 


Todėl 

P(AnB)=Ž. 

6 
Dabar pastebėsime, kad nagrinėjamame pavyzdyje 
P(A ^ B) = P(A) - P(A IB), (2.13) 

nes 

232 . 

6 63- 
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Išanalizavę daugiau panašių pavyzdžių, pamatytume, kad (2.13) lygybė 
teisinga visada. Patikrinkite, ar ji galioja 2.14 ir 2.15 pavyzdžiuose nagri- 
nėjamiems įvykiams. 

Suformuluosime sąlyginės įvykio tikimybės apibrėžimą. 


2.15 apibrėžimas 


Tarkime, kad įvykio B tikimybė P(B) > 0. Tada sąlyginė įvykio A su 
sąlyga B tikimybė P(A ІВ) apibrėžiama lygybe: 
P(An B) 

P(B) ` 


P(AIB)- 


(2.14) 


Pastaba. Simbolis Al B nėra kurios nors elementariųjų įvykių aibės 
žymėjimas. Prasmę turi tik simbolis P(A |В): jis žymi sąlygine įvykio A ti- 
kimybę su sąlyga B. 


2.10 uždavinys. Metame du lošimo kauliukus. Apibrėžiame įvykius A = „Iškri- 
tusių akučių suma lygi 7“ ir B = „Akučių skaičių sandauga neviršija 13“. 
Raskite įvykio A sąlyginę tikimybę su sąlyga B. 

Sprendimas. Vartodami jau įprastus žymėjimus, galime užrašyti taip: 
A = { (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1) ). 


Todėl Р(А)-5. Panašiai (galime naudotis 2.1 lentele, p. 31) randame, kad 


р(В)- SS. Kadangi А ^ B = A, tai iš (2.14) randame, kad 


1 
P(AnB) РА) 6 6 
P(B) P(B) 23 23 
36 
2.11 uždavinys. Metami du lošimo kauliukai - raudonas ir baltas. Apskai- 
čiuokite tikimybę, kad baltojo kauliuko atsivertusių akučių skaičius bus 
didesnis už 4, jei raudonojo kauliuko atsivertė 6 akutės. 


P(A | B) = 


Sprendimas. Pažymėkime 


f А-(654), В={г= 6}. 
Naudodamiesi 2.1 lentele, lengvai randame 
12 6 
P(A) = 367 P(B) = 36 
Kadangi A пс B = | (6,5), (6,6) |, tai 
P(AnB)- 2. А 
Įrašome apskaičiuotas tikimybes į (2.14) formule: 
2 
„161 
P(AIB) = 6% 
36 
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Galéjome ir tiesiogiai gauti šį atsakymą. Įvykį B sudaro 6 vienodai galimi 
elementarieji įvykiai, iš kurių 2 yra palankūs įvykiui A, todėl 
P(AIB) = W : 
6 3 
Matome, kad šiame uždavinyje 
1: 
P(A) = P(AIB) =, 


t.y. sąlyginė įvykio A tikimybė sutampa su nesalygine įvykio A tikimybe. Kitaip 
tariant, informacija, kad raudonojo kauliuko atsivertė 6 akutės, neturi įtakos 
tikimybei įvykio, kad baltojo kauliuko atsivertusių akučių skaičius bus didesnis 
už 4. Šio įvykio tikimybė lygi š nepriklausomai nuo raudonojo kauliuko me- 
timo rezultato. Tai pagrindžia 2.7 teorema. и 


2.7 teorema 
Jei nepriklausomų įvykių A ir B tikimybės уга teigiamos, tai 


Р(АІВ)- P(A) ir P(BIA) = P(B). 


Įrodymas. Kadangi A ^ B= В n A ir įvykiai A ir В yra nepriklauso- 
mi, tai 
P(A n В) = P(B nm A) = Ра) - P(B). (2.15) 
Šią lygybę galime padalyti iš P(B) 0. Remiantis sąlyginės tikimybės api- 
brėžimu (2.14), 

Р(АсВ) P(A)-P(B) 
P(B) P(B) 
Lygiai taip pat, padaliję (2.15) iš P(A), įrodome ir antrąjį teoremos teiginį 

P(BIA)- P(B) m 


P(A|B)= 


= P(A). 


UŽDAVINIAI 


49. Metami du lošimo kauliukai — raudonas ir baltas. Raudonojo ir baltojo 
kauliuko iškritusių akučių skaičių pažymėkite atitinkamai r ir b. Apskai- 
čiuokite sąlygines įvykių tikimybes: 

а) r = 6 su sąlyga, kad r + b 10; 

b) r > З su sąlyga, kad r + b = 9; 

e) b > 4 su sąlyga, kad r = 5; 

d) b = 6 su sąlyga, kad r 2 3; 

e) r + b = 7 su sąlyga, kad r + b < 15; 

f) r + b = 5 su sąlyga, kad Ir - bl - pirminis skaičius. 

50. Įvykis A įvyksta visada, kai įvyksta įvykis B, t.y. kiekvienas elementarusis 
aibės B įvykis priklauso ir aibei A. Ką galima pasakyti apie tikimybę 
P(A |B)? Paaiškinkite rezultatą. 

51. Dėžėje yra 20 vienodo didumo rutulių. 8 balti rutuliai pažymėti skaitmeniu 
1,7 balti - skaitmeniu 2, 3 juodi — skaitmeniu / ir 2 juodi — skaitmeniu 2. 
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Nežiūrint traukiamas rutulys. Apskaičiuokite tikimybę ištraukti baltą 
rutulį su sąlyga, kad jis bus pažymėtas skaitmeniu 2. 

52. Žinome, kad P(A) = 03, P(B) = 0,2 ir РА U B) = 0,4. Apskaičiuokite 
tikimybes: 
а)Р(АсВ; Ъ)Р(А1В8); c)P(BIA); d)P(A|B)  eP(AIB); 
Р)Р(АТВ);  g)P(BIA); | PIA; i) P(B|A). 

53. Moneta métoma tol, Ко! atsiverčia herbas arba kol tris kartus atsiverčia 
skaičius. Raskite tikimybę, kad moneta mesta tris kartus su sąlyga, kad 
pirmą kartą atsivertė skaičius. 

54. Moneta mėtoma tol, kol atsiverčia herbas arba kol keturis kartus atsiverčia 
skaičius. Pirmus du kartus atsivertė skaičius. Raskite tikimybę, kad: 


a) moneta mesta tris kartus; 
b) moneta mesta keturis kartus. 


2.7. PILNOSIOS TIKIMYBĖS FORMULĖ 


Prisiminkime 2.14 pavyzdį. Pažymėkime įvykius 
A, = „Lemputė pagaminta I gamykloje“, 

A, = „Lemputė pagaminta II gamykloje“, 

G = „Lemputė standartinė“, 

B = „Lemputė nestandartinė“. 


Elementariųjų įvykių aibė schemiškai pavaizduota 2.7 paveiksle. Lai- 
kysime, kad 


2.7 pav. 


P(A,) = 0,6, Р(А,) = 044, 
Р(СТА;) = 0,9, P(GlA;) = 0,8. 
Apskaičiuosime nesąlyginę įvykio G tikimybę. Įvykiai A, ir A; yra nesutaikomi 
ir sudaro elementariųjų įvykių aibės E skaidinį: E = A, v A, . Todėl įvykiai 
G n A, ir G n A, taip pat yra nesutaikomi ir | 
С =(Сс А) о (С п А). 

(Standartinė lemputė gali būti pagaminta arba I gamykloje, arba II gamykloje.) 
Todėl, remiantis 2.1 teorema, 

P(G)= P(G n A) + P(G n А»). (2.16) 
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Iš sąlyginės tikimybės apibrėžimo išplaukia, kad 

P(G ^ A) = РА) - Р(СІА)), 

Р(С ^ А») = Р(А,). P(GIAS). 
Įrašę šias tikimybių išraiškas į (2.16) lygybę, gauname: 

P(G) = P(GIA,) - P(A,) + Р(СІА,) . Р(А,) . (2.17) 
Ši lygybė - tai atskiras pilnosios tikimybės formulės atvejis, kai elementariųjų 
įvykių aibės skaidinį sudaro dvi aibės: A, ir А». Įrašę skaitines tikimybių 
reikšmes į (2.17), gausime 
Р(С) = 0,9 . 0,6 + 0,8 -04 = 086. m 


PILNOSIOS TIKIMYBĖS FORMULĖ 


2.2 teorema 
Jei elementariųjų įvykių aibės E skaidinį sudaro À poaibių: 

E = À, ЈА о... U А, 

ir P(A) > 0, i = 1, 2, ..., k, tai bet kurio įvykio A tikimybę galima 
apskaičiuoti taip: 

P(A) = P(A IA) - РА) + Р(А1А,) - Р(А,) +... + P(AlA,) - P(A,). (2.18) 


2.8 pav. 


Įrodymas. Kadangi įvykiai A,, A», ..., А, yra nesutaikomi, tai ir įvykiai 
Ас A, А n А», ..., An A, yra nesutaikomi ir 
А = (А с\ А,) о (А с А) о... о (А тА). 


Тоде! 
P(A)= РАСА) P(A n A9) +... + РА n Aj). (2.19) 
Iš sąlyginės tikimybės apibrėžimo išplaukia, kad 
P(A n A) = P(AIA)- P(A), i = 1, ..., k. (2.20) 


[rase (2.20) lygybes į (2.19) formulę, gauname įrodomąją (2.18) formule. m 


2.12 uZdavinys. Medicininiai tyrimai rodo, kad 546 vyru ir 0,2596 moteru yra 
daltonikai. I$ suaugusių žmonių grupės, kurią sudarė 400 moterų ir 60 
vyrų, atsitiktinai pasirinktas žmogus pasirodė esąs daltonikas. Kokia 
tikimybė, kad pasirinktas vyras? Moteris? 
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Sprendimas. Pažymėkime įvykius 
M = „Pasirinkta moteris“, 

V = „Pasirinktas vyras“, 

D = „Pasirinktas daltonikas“. 
Sąlygoje duotos šios tikimybės 


2.9 pav. 


1 1 
P(DV)-0,05-L, РІМ) =0,0025= 1, 
ШУ) 0,00 =, м) 400 
400 2 0 3 
р(м)-100 20 р(у)--60 
460 23” 460 23: 


Turime apskaičiuoti salygines tikimybes P(V ID) ir P(M ID). Remiantis sąly- 
ginės tikimybės apibrėžimu, 
P(V ^D) 

P(D) 
Taikysime pilnosios tikimybės formule (k = g Tada 


3 d 29. 4 


Liko apskaičiuoti P(V сл D). Vėl remiamės 2. tikimybės apibrėžimu: 


P(V |D)= (2.21) 


1 3 
P(V r D) = РО) . P(DI V) s 207 460 
Įrašome apskaičiuotas tikimybes į (2.21) formulę: 
8. 
P(VID) = 480 „ 2, 
E 


Panašiai randame ir tikimybę, kad atsitiktinai pasirinktas daltonikas bus 


moteris P(MID)- 5. " 


UZDAVINIAI 


55. 90% įmonėje pagamintų detalių yra geros kokybės. Kontrolierius pagal 
išorinius požymius atrenka detales tikrinimui. Taip tikrinimui atrenkama 
60% pagamintų prastos kokybės detalių ir 20% iš geros kokybės detalių. 
Kokia tikimybė tarp tikrinimui atrinktų detalių rasti prastos kokybės 
detalę? 
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56. Medicinos praktika rodo, kad skirtingu ligu poZymiai gali büti tokie patys. 
Pažymėkime tam tikrą ligos požymių grupę raide H ir laikykime tai įvykiu 
H, galimu tik sergant viena iš trijų ligu — A, B arba C. Taip pat laikykime, 
kad įvykiai A, B ir C yra nesutaikomi ir jų tikimybės 
P(A) = 0,01, P(B) = 0,005, P(C) = 0,02. 
Tikimybės pasireikšti požymiams H sergant kiekviena iš ligų yra: 
Р(НІА) = 09, P(HIB) = 0,95, P(HIC) = 0,75. 


Kokia tikimybė, kad ligonis serga: 

a) liga A, jei jam pasireiškė ligos požymiai H; 
b) liga B, jei jam pasireiškė ligos požymiai H; 
c) liga C, jei jam pasireiškė ligos požymiai Н? 


2.8. ATSITIKTINIAI DYDŽIAI 


Dažnai bandymo rezultatas yra atsitiktinis įvykis, kurį atitinka kuris 
nors skaičius. Pavyzdžiui, galime laikyti, kad, mesdami kauliuką, gauname 
vieną iš skaičių 1, 2, 3, 4, 5, 6, t.y. atsivertusių akučių skaičių. Taigi kiekvieną 
šio bandymo baigtį E, atitinka vienintelis skaičius k. 

Atsitiktiniais dydžiais taip pat galime laikyti žmogaus ūgį ar masę, van- 
dens lygį upėje, lietingų dienų skaičių per metus, avarijų skaičių per savaitę 
ir t. t. Matematinis atsitiktinio dydžio apibrėžimas toks: 


2.16 apibrėžimas 
Atsitiktiniu dydžiu vadinama reali funkcija, apibrėžta bandymo 


baigčių aibėje, t.y. elementariųjų įvykių aibėje. 


Atsitiktinius dydžius žymėsime raidėmis X, Y, Z ir pan. 

2.16 pavyzdys. Metamos dvi monetos. Herbu atsivertusių monetų skaičių 
pažymėkime X. Tas skaičius bus atsitiktinis dydis. Bandymo baigtys ir tų 
baigčių tikimybės pateikiamos šioje lentelėje: 


22 lentelė 


Pirmoji moneta S 
Antroji moneta S 
PE) 


Х(Е;) 
Jei bandymo baigtis уга elementarusis įvykis 


E, = „Abiejų monetų atsivertė skaičius“, 


59 


tai atsitiktinis dydis X, rodantis, kiek monetu atsiverté herbu, igyja 
reikšmę X = ХЕ.) = 0. Panašiai 


X(E5) = 1, XE)=1, Х(Е,) = 2. 
Šį atsitiktinį dydį patogu nusakyti lentele: 


Elementarusis įvykis 
NEC CHN baigtis) 


Tikimybe, su kuria atsitiktinis dydis X įgyja kiekvieną iš galimų reikšmių, 
randama sudedant kiekvieną reikšmę atitinkančių elementariųjų įvykių 
tikimybes. Mūsų pavyzdyje: 

Р(Х = 0) = P(E) = 1/4, 

Р(Х = 1) = Р(Е,) + P(E,) = 1/4 + 1/4 = 1/2, 

Р(Х = 2) = P(E,) = 1/4. 


Dažniaušiai atsitiktinis dydis apibrėžiamas nurodant jo įgyjamas reikš- 
mes ir tikimybes, su kuriomis tos reikšmės įgyjamos. Nagrinėjamą atsi- 
tiktinį dydį X galima apibrėžti lentele: 


Matome, kad 
PX=0+PX=1) + Р(Х = 2) = 1. и 
Taigi atsitiktinį dydį, įgyjantį baigtinį skaičių reikšmių, irgi patogu nu- 
sakyti lentele: 


Visą informaciją apie atsitiktinį dydį teikia jo įgyjamos reikšmės ir tikimybės, 
su kuriomis tos reikšmės įgyjamos: p= P(E,) = Р(Х = x;). Šiuos duomenis 
galima pateikti lentelėje: 

23 lentelė 


Kai kurios iš 2.3 lentelėje nurodomų atsitiktinio dydžio reikšmių gali 
sutapti (2.2 lentelėje (p. 59) x> = х3). 
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2.17 apibrėžimas 
Lentelė 


vadinama atsitiktinio dydžio skirstiniu. 


Šioje lentelėje visos atsitiktinio dydžio reikšmės x; yra skirtingos, o tiki- 
mybiu suma p; + po +... + р = 1. 


2.18 apibrėžimas 
Atsitiktinio dydžio X matematine viltimi (vidurkiu) vadinamas 
skaičius 


ЕХ =x Di +... + Xr Dn = Укр. (2.22) 


2.17 pavyzdys. Metamas lošimo kauliukas. Atsitiktinis dydis — atsivertusiu 
akučių skaičius. Jo skirstinys yra toks: 


Šio atsitiktinio dydžio matematinė viltis 
EX = 1.1/6 + 2.16 + 3.1/6 + 4.16 + 5.1/6 + 6.1/6 = 3,5. " 


2.13 uždavinys. Parduota 1000 loterijos bilietų po 1 Lt. Iš ju du bilietai 
laimingi: vienas laimėjimas — 500 litų, kitas — 100 litų. Apskaičiuokite 
vidutinį laimėjimo dydį (laimėjimo matematinę viltį), jei pirktas: a) vienas 
bilietas; b) du bilietai? 

Sprendimas. a) Laimėtą (ar pralaimėtą) pinigų sumą laikysime atsitik- 
tiniu dydžiu X. Reikia apskaičiuoti šio atsitiktinio dydžio matematinę viltį. 

Sudarome lentelę: 


998 1 1 
1000 1000 1000 


Todėl laimėjimo matematinė viltis 


998 1 1 400 
ЕХ-(-1). +99. +499-———=- £ 
СО 1000 1000 1000 1000 


М 
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b) Laiméta ar pralaiméta sumą vėl pažymėkime X: 


Сув 497503 


ревии мит 
рена С | 
ps =Р(Х =498)= 5 
PLE cado. > | 


Todėl laimėjimo matematinė viltis perkant du bilietus lygi: 
EX = (-2)p, + 98р» + 498p; + 598p, = - 0,8. m 
Dažnai tenka nagrinėti atsitiktinių dydžių funkcijas. Tai nauji atsitik- 


tiniai dydžiai - bandymo baigčių sudėtinės funkcijos AX). Atsitiktinio dydžio 
X funkcija AX) išreiškiama lentele: 


P Pı 


Atsitiktinio dydžio f(X) matematinė viltis lygi 
Ef (X) = f(x)pi + f (ops +... + f (x,)D,,.- (2.23) 


2.18 pavyzdys. Metamas lošimo kauliukas. X - iškritęs akučių skaičius, 
f(X) = X*. Apskaičiuosime Ef (X). Sudarome lentelę: 


Remiantis (2.23) lygybe, 


EKX)-EX?-3.l.g.l,.g.1,4.1,59.1,9.1.9 3/56. 
6 D 8 B 
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Atsitiktinio dydžio matematinė viltis yra skaičius, apie kurį „išsibarsčiu- 
sios“ atsitiktinio dydžio reikšmės. Jei įsivaizduosime skaičių tiesėje pažymėtas 
atsitiktinio dydžio X reikšmes x, ir taškuose x, padėtus p, masės materia- 
liuosius taškus, tai matematinė viltis EX reikš šios įsivaizduojamos sistemos 
masės centrą. 

Atsitiktinio dydžio „išsibarstymo“ dydį apibūdina kita skaitinė charakte- 
ristika — dispersija. 


2.19 apibrėžimas 
Atsitiktinio dydžio X dispersija vadinamas skaičius 


DX = E (X - ЕХ). 


2.19 pavyzdys. Rasime matematinę viltį ir dispersiją atsitiktinio dydžio X, 
kurio skirstinys nurodytas lentelėje: 


Remiantis (2.22) lygybe, 
ЕХ-1.р«0.4-р. 
Randame atsitiktinių dydžių X — EX ir (X — ЕХ)? skirstinį: 


Тоде! 


DX = E(X- ЕХ)? = д?р + pq = pap + 4) = рд. m 


UZDAVINIAI 


57. Žaidėjai A ir B žaidžia žaidimą. Metama moneta. Jei atsiverčia herbas, 
tai žaidėjas A gauna iš žaidėjo B 10 centų; jei atsiverčia skaičius, tai 
žaidėjas A moka žaidėjui B 10 centų. Parašykite atsitiktinio dydžio X, 
reiškiančio žaidėjo A išloštą sumą, skirstinį. Raskite jo matematinę viltį ir 
dispersiją. 

58. Metamas lošimo kauliukas. Jei iškrenta mažiau nei 5 akutės, tai žaidėjas 
A moka žaidėjui B 10 centų, jei iškrenta daugiau nei 4 akutės, tai gauna 
iš žaidėjo B 20 centų. Parašykite atsitiktinio dydžio, reiškiančio žaidėjo A 
išloštą sumą, skirstinį. Raskite jo matematinę viltį ir dispersiją. 
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59. Lentelėje apibrėžti bandymo su vienodai tikétinomis baigtimis atsitiktiniai 
dydžiai: 


Parašykite atsitiktinių dydžių X, Y, Z skirstinius. Apskaičiuokite jų ma- 
tematines viltis ir dispersijas. 

60. Apskaičiuokite 2.17 pavyzdyje (p. 61) apibrėžto atsitiktinio dydžio (at- 
sivertusių lošimo kauliuko akučių skaičiaus) dispersiją. 


61. Atsitiktinių dydžių X ir Y skirstiniai išreikšti lentelėmis: 


Apskaičiuokite tų dydžių matematines viltis ir dispersijas. 


62. Atsitiktinis dydis gali įgyti tik vieną reikšmę su tikimybe, lygia 1. Įrody- 
kite, kad šio atsitiktinio dydžio dispersija lygi nuliui. 


2.9. BINOMINIAI (BERNULIO) BANDYMAI 


Praktikoje dažnai susiduriame su bandymais, panašiais į monetos mėty- 
mą, kai daug kartų kartojamas tas pats bandymas, turintis dvi galimas baigtis. 


2.20 apibrėžimas 


Binominiu bandymu vadinamas šias —€— turintis .bandymas. 


1. Bandymas susideda 15 n (n-1, 2, 3, ...) vienodu bandymu, kuriu 
kiekvienas turi dvi baigtis. Kitaip tariant, kiekvieno bandymo metu 
stebime ta patį įvykį A, kuris gali įvykti ar neįvykti. 


2. Stebimo įvykio A tikimybė P(A) = p pastovi kiekviename iš ban- 
dymų, o РГА)- 1-р = q. 
3. Visi n bandymu yra nepriklausomi. 
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Binominiai bandymai dar vadinami Bernulio (Jacob Bernoulli, 1654-1706, 


šveicarų matematikas) bandymais arba Bernulio bandymų schema. 


2.20 


2.21 


5. 4096 


Pavyzdys. Moneta metama 10 kartų (n = 10). Stebime herbo pasirodymą 
(įvykį A). Tai binominis bandymas, kuriame stebimo įvykio A tikimybė 
P(A)= p = 12. m 

Pavyzdys. Lošimo kauliukas metamas 5 kartus (n = 5). Stebime šešių 
akučių atsivertimą (įvykį A). Tai binominis bandymas, kuriame stebimo 
įvykio A tikimybė P(A) = p = 1/6. m 


pavyzdys. Sakykime, Lietuvoje yra 2,5 milijono rinkėjų ir mus domina, 
kuri dalis rinkėjų pritaria naujajam įstatymo projektui. Atsitiktinai pa- 
sirenkame ir apklausiame 1000 rinkėjų. Ar tai binominis bandymas? 
Patikrinsime binominio bandymo savybes: 


1. Bandymas susideda 18 n = 1000 vienodų bandymų, t. y. iš 1000 žmonių 
apklausos, kai kiekvienas iš jų į klausimą atsako „Taip“ arba „Ne“. 

2. Atsakymo „Taip“ tikimybė yra lygi daliai visų rinkėjų, pritariančių 
įstatymo projektui. Pavyzdžiui, jei 2 milijonai rinkėjų pritaria įstatymui, 
tai tikimybė pasirinkti apklausai rinkėją, kuris atsakys „Taip,“ lygi 4/5. 
Tiesa, apklaustas rinkėjas paprastai tolesnėje apklausoje nedalyvauja ir 
dėl to tikimybė išgirsti „Taip“ šiek tiek pasikeičia, tačiau praktiniams 
tikslams tai įtakos neturi (tikimybė keičiasi milijonąja dalimi). 

3. Galime laikyti, kad vienų rinkėjų atsakymai neturi įtakos kitų nuo- 
monei. 

Taigi šis bandymas gali būti laikomas binominiu bandymu. m 


pavyzdys. Į parduotuvę atvežė 20 televizorių. Tarkime, kad 3 iš jų 
neveikia, tačiau pardavėjas to nežino. Jis nori patikrinti 5 atsitiktinai 
pasirinktus televizorius. Kiekvienas patikrinimas (bandymas) turi dvi ga- 
limas baigtis — televizorius veikia arba ne, todėl 2.20 apibrėžimo 1-oji 
sąlyga patenkinta. Tikimybė, kad pirmas patikrintas televizorius neveiks, 
lygi 3/20. Sakykime, kad pirmas televizorius pasitaikė neveikiantis. Tada 
tikimybė, kad neveiks antras tikrinamas televizorius, lygi 2/29, t.y. ste- 
bimo įvykio A = „Televizorius neveikia“ tikimybė pasikeitė: ji priklauso 
nuo pirmo bandymo rezultato. Taigi šis bandymas neturi 2-osios ir 3-05105 
binominio bandymo savybės, todėl nėra binominis. m 


Atliekant binominį bandymą, mus labiausiai domina, keliuose iš n ban- 
dymų įvyko įvykis A. Tą skaičių — atsitiktinį dydį — žymėsime raide X. 
Sakykime, n = 1. 


Elementarieji 
įvykiai 
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Sakykime, n = 2. Elementariuju įvykių tikimybes apskaičiuoti paprasta 
remiantis bandymų nepriklausomumu: 


P(E) = P(AA) = P(A). P(A) = 
Р(Е,) = P(AA) = P(A) - P(A) = pq, 


P(E;) = P(AA) = P(A)- P(A) = др, 


P(E,) = Р(АА) = P(A) P(A) = q^; 
čia, pavyzdžiui, AA žymi tokią dviejų bandymų baigtį, kai pirmajame bandyme 
įvykis A įvyko, o antrajame - neįvyko. 


Elementarieji E, = AA E, = АА - ДА 
me Ый. 
PE) аР 


р? + 2pq + q° = (p + д = 1. 


2.11 teorema 
Tikimybė, kad binominiame bandyme įvykis A įvyks k kartų iš 
n (k = 0, 1, 2, ..., n) lygi: 


PR) Co pq". (2.24) 


]rodymas. Vienas 15 palankiu elementariuju jvykiu yra toks 


Е, = AA... AAA... A. 
ме as, —nn,ə> P-p——." 


k n-k 
Tikimybe 


P(E,)= P(A) - P(A) ... (A): Р(А)-Р(А) ... P(A) = pq". 
———————, Ai Ai 
k n-k 
Kitų mus dominančiam įvykiui palankių elementariųjų įvykių tikimybės yra 
lygiai tokios pat (įvykių sankirta nesikeičia keičiant įvykius vietomis). Lieka 
rasti palankių elementariųjų įvykių skaičių. Pasirinkti tuos k bandymų iš n, 
kuriuose įvyksta įvykis A, galima С^ būdų. Todėl ieškoma tikimybė 
P,(k) = Р(Х = В) = Cip (l — p" = Cz pq" ^". 


Įrašę С} išraiškas, gauname 


n(n -1)-...-(n-k+1) k uk _ n! kon-k 


P (k)= g mi, 
ad МЕЗІ ӘЖ Ж” Erg 
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2.14 uZdavinys. Moneta metéme 4 kartus. Raskite tikimybe, кад 2 kartus 
atsivertė herbas. 
Sprendimas. Tai binominis bandymas, kai n = 4 ir k = 2. Aišku, kad 
p = 1/2. Reikia rasti P4(2). Iš (2.24) formules 
4.3 
2.1 
2.15 uždavinys. Žinoma, kad 1% pagamintų detalių yra nekokybi&kos. Tikri- 
nama 100 detalių. Raskite tikimybes įvykių: 
a) А, = „Visos detalės geros kokybės“; 
b) A, = „Viena detalė nekokybiška“; 
c) B = „Ne daugiau kaip dvi detalės nekokybiškos“. 


B,(2)-Cipq^?- — р?(1- р)? =6:(1/2)* =3/8. m 


Sprendimas. Tai binominis bandymas, kai n = 100, р = 0,01. Todėl 
P(A,)= Ci (1 - р)! = (0,99)' ~ 0,366, 
P(A,)= Cio (0,01)'. (0,99)° - 0,99 = 0,3697. 
Apibrėžkime įvykį 
A, = „Dvi detalės nekokybiškos“. 


Tada 


= Ža, 01)Ž-(0,99)** = 


P(A,)= Р,0(2) = C2,(0,01) -(0,99)88 = 


= 200,99)" ~ 0,1849. 


Kadangi В = A; L A, U А», o įvykiai Ap, A, ir А, уга nesutaikomi, tai 
P(B) = Р(А,) + РА) + Р(А,) = 092. m 


UŽDAVINIAI 


63. Pavaizduokite grafiškai taškus (k, P„(k)), kai n = 6, o p = 0,1. Palyginkite 
šį grafiką su grafikais, kai p = 0,5 ir p = 0,9. 

64. Apdrausta 807 automobilių. Keturi automobiliai pateko į avariją. Apskai- 
čiuokite tikimybę, kad: 

a) du iš jų apdrausti; 
b) bent vienas iš jų apdraustas. 

65. Su kuriomis p reikšmėmis teisingos lygybės: a) P4(0) = P4(1); b) P4(0) = 
= Р4(8)? 

66. Laikant egzaminą reikia atsakyti į 6 klausimus. Duoti 4 galimi kiekvieno 
klausimo atsakymai, kurių vienas yra teisingas. Apskaičiuokite tikimybę 
spėjant teisingai atsakyti bent į 5 klausimus. 

67. Tikimybė, kad šaulys pataikys į taikinį, lygi 0,8. Kokia tikimybė, kad bus 
taiklūs: a) 9 iš 10 šūvių; b) bent vienas šūvis 15 10? 
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68. 


69. 


79. 


71. 


Binominis bandymas kartojamas 3 kartus (n - 3). Tikimybe, kad stebimas 
įvykis A įvyks du kartus, yra 12 kartų didesnė negu tikimybė, kad įvykis 
A įvyks 3 kartus. Raskite p. 

Keturis kartus metame lošimo kauliuką. Kiekvieną kartą žiūrime, ar iškris 
daugiau nei 4 akutės. Apskaičiuokite tikimybes, kad stebimas įvykis įvyks: 
a) du kartus; c) bent du kartus; 

b) tris kartus; d) bent tris kartus. 

Žaidžiame su lygiaverčiu priešininku. Kas labiau tikėtina: 

a) laimėti 4 partijas iš 5 ar 6 iš 8; 

b) laimėti bent 4 partijas iš 5 ar bent 6 iš 8 ? 

Monetą metame 4 kartus. Raide A pažymėkime įvykį, kad herbas atsivers 


ne daugiau kaip kartą, o B, — kad iš 4 metimų herbas atsivers: 
a) vieną karta; с) tris kartus; 
b) du kartus; d) keturis kartus. 


Patikrinkite, ar įvykiai A ir B yra nepriklausomi. 


72.*Įrodykite, kad binominė tikimybė P,(k) yra didžiausia (įgyja didžiausią 


reikšmę kintant argumentui k), kai 
а) k = [(n Әрі, jei (n + Dp nėra sveikasis skaičius; 
b) k = (n + 1)p-1 ir k = (n + Dp, jei (n + Dp yra sveikasis skaičius. 


SKYRIUS 


STATISTIKOS 
PRADMENYS 


Dar gerokai pr. Kr. egzistavo „valstybinė aritmetika“. Žodis statistika 
greičiausiai yra kilęs iš lotyniško žodžio status — valstybė. Nuo senų laikų 
vyko gyventojų apskaita. Taip valdovai išsiaiškindavo, kiek gali surinkti ka- 
reivių, kokia mokesčių suma papildys valstybės iždą. Iš Biblijos žinoma, kad 
jau Mozė skaičiavo vyrus, vyresnius nei 20 metų. 

Statistika plačiąja prasme reiškia skaitinės informacijos rinkimą, su- 
tvarkymą ir tyrimą. 

Matematinės statistikos uždavinys yra toks: ištyrus atsitiktinai parinktą 
objektų aibės dalį, gauti pagrįstas išvadas apie visą objektų aibę. 

Pavyzdys. Fabrikas gamina elektros lemputes. Lemputės kokybė ma- 

tuojama visu laiku, kurį ji dega, kol perdega. Taigi, norint nustatyti ar 

lemputė yra kokybiška, tektų ją sugadinti. Akivaizdu, kad galima tirti tik 
dalį lempučių. Remiantis ištirtųjų lempučių savybėmis, daromos išvados 

apie visų toje gamykloje gaminamų lempučių kokybę. m 


3.1. IMTIS. IMTIES HISTOGRAMA 


Statistiniam tyrimui išrinkta tiriamų objektų visumos dalis vadinama 
imtimi. 

Dažniausiai imtį sudaro skaičiai - kurių nors atsitiktinių dydžių reikšmės. 
Imties elementai dar vadinami stebėjimo duomenimis ir žymimi x, 25, ..., Хр. 


3.1 pavyzdys. Lošimo kauliuką metėme 10 kartų (n = 10). Lentelėje surašyti 
stebėjimo duomenys - iškritusių akučių skaičiai. 


3.2 pavyzdys. Sakykime, kad centimetro tikslumu pamatavome 40 šešiolik- 
mečių jaunuolių ūgį ir užrašėme matavimo rezultatus: 


155, 170, 169, 186, 182, 173, 177, 171, 169, 159, 
191, 186, 183, 158, 149, 167, 174, 176, 170, 179, 
171, 175, 182, 183, 168, 173, 172, 192, 181, 177, 
179, 173, 175 169, 174, 180, 183, 177, 187, 178. 
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Šie skaičiai — tai nesutvarkyta informacija. Remiantis tokia nesutvarkyta 
informacija, sunku daryti kokias nors išvadas, ypač kai skaičių yra keletas 
tūkstančių. Todėl statistiniai duomenys vaizduojami grafiškai įvairiomis dia- 
gramomis. 

Stulpelinė diagrama vadinama histograma. 

Kaip braižoma histograma? Pirmiausia randamas mažiausias ir didžiau- 
sias imties narys. Mūsų pavyzdyje tai skaičiai 149 ir 192. Gautas intervalas 
(149; 192] suskirstomas į smulkesnes dalis (intervalus) atsižvelgiant į duomenų 
skaičių. Dažniausiai pasirenkama nuo 5 iki 20 intervalų. Kuo daugiau duo- 
menų, tuo daugiau paprastai pasirenkama intervalų. Dalijimo taškais 
pasirenkami patogesni suapvalinti skaičiai. Kartais šie skaičiai pasirenkami 
taip, kad nesutaptų su stebėjimo rezultatais. Šiame pavyzdyje intervalą [145; 
195] dalysime į 10 lygių intervalų. Prieš braižant histogramą, patogu sudaryti 
lentelę: 


31 lentelė 


Intervalo Intervalas Žymės Patekimo Santykinis 
Nr. dažnis (n;) dažnis (f;) 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


= 
о 


I8 viso: 


Trečiajame lentelės stulpelyje nuosekliai žymimi į intervalą patenkantys im- 
ties elementai. Stebėjimo duomenų reikšmių intervalas šiek tiek praplėstas. 
Taip daroma dažnai, ypač tais atvejais, kai turimus duomenis tikimasi pa- 
pildyti. Naudojantis 3.1 lentele, jau nesunku nubraižyti imties histogramą. 
Virš kiekvieno intervalo braižomas stulpelis, kurio aukštis lygus į tą intervalą 
А E Wi. йл "we Ж т 
patekusių duomenų skaičiui (dažniui) n; arba santykiniam dažniui / =—. 
n 
Aišku, kad dažnių n; ir santykinių dažnių /; histograma skiriasi tik masteliu. 
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Pasikartojimu Santykinis 
skaičius (dažnis) dažnis 


145 150 155 160 165 170 175 180 185 190 195 


3.1 pav. 


Histograma yra vienas paprasčiausių ir labiausiai paplitusių statistinių 
duomenų pateikimo būdų. Suprantama, kad tą pačią imtį galima pavaizduoti 
kitaip, pasirenkant kitą intervalų skaičių arba ilgį. 

Statistikoje santykinių dažnių histogramos vartojamos dažniau nei ab- 
soliučių dažnių. Skirtingo duomenų skaičiaus santykinių dažnių histogramas 
lengviau tarpusavy palyginti. Histogramos rodo, kokiomis proporcijomis duo- 
menys pasiskirstė pasirinktuose intervaluose. Jei horizontalioje histogramos 
ašyje pasirinksime tokį mastelį, kad kiekvieno intervalo ilgis būtų lygus vie- 
netui, tai santykinių dažnių histogramos stačiakampių plotų suma taip pat 
bus lygi vienetui. 

Stebėjimo duomenis galima skirstyti pagal jų įgyjamas reikšmes. Pa- 
vyzdžiui, masė, ūgis, detalės skersmuo gali būti bet kuris realusis atitinkamo 
intervalo skaičius. Kiti duomenys gali būti tik sveikieji neneigiamieji skaičiai, 
pavyzdžiui: grūdų skaičius varpoje, žirnių skaičius ankštyje, per valandą gatve 
pravažiavusių automobilių skaičius ir pan. Pirmojo tipo duomenis skirstydami 
į intervalus (apvalindami) paverčiame juos antrojo tipo duomenimis. Sta- 
tistikoje tai vadinama duomenų grupavimu. 3.2 pavyzdyje jaunuolių ūgį 
suskirstėme į 10 grupių (intervalų). Statistiniam tyrimui dažnai pateikiami 
jau sugrupuoti duomenys. m 
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3.3 pavyzdys. Lentelėje pateikti 40 vyrų kepurių dydžiai. 


32 lentelė 


Kepurės Santykinis 
dydis dažnis (fj) 
(grupė) 


Duomenų skirstyti į intervalus jau nereikia. Nubrėžkite šios imties his- 
togramą. 

Kaip tokie statistiniai tyrimai taikomi praktikoje? Sakysime, fabrikas 
ruošiasi siūti 1000 kepurių. Remiantis 3.2 lentelės duomenimis, 59 dydžio 
kepurių reikėtų siūti 1000 7; = 1000 -0,15 = 150. Žinoma, norint gauti 
tikslesnius rezultatus, imtis turėtų būti kur kas didesnė. m 


3.2. IMTIES SKAITINĖS 
CHARAKTERISTIKOS 


Histograma — tai kokybinis imties vaizdas. Imties savybėms apibūdinti 
vartojamos įvairios skaitinės imties charakteristikos, t.y. kuri nors imties 
savybė nusakoma vienu skaičiumi. 

Šiame skyrelyje apibrėšime keletą imties skaitinių charakteristikų. 
Vienos jų apibūdina tašką, apie kurį išsibarsčiusios imties reikšmės, o kitos — 
to išsibarstymo dydį. Pirmiausia imtį sutvarkysime ir sugrupuosime. Tai 
dažnai palengvina skaitinių charakteristikų skaičiavimą. 

Prisiminkime 3.1 pavyzdžio imtį (n = 10): 

2, 6, 4, 6, 5, 2, 1, 2, 3, 1. 


Išdėstykime šiuos duomenis didėjimo tvarka: 
1, 1, 2, 2, 2, 3, 4, 5, 6, 6. 
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Didėjimo tvarka išrikiuota imtis vadinama sutvarkyta imtimi. 
Kitas su imtimi atliekamas veiksmas - imties grupavimas. Paprastai 
imtis grupuojama prieš brėžiant histogramą. Si imtis sugrupuota atrodys taip: 


n=n +n +..+ n = 2 +3+1+1+1+2 = 10. 


Viršutinėje eilutėje nurodytos imties įgyjamos reikšmės (arba grupavimo 
intervalai, arba grupavimo intervalų centrai), o apatinėje — imties reikšmės 
pasikartojimų skaičius (arba į intervalą patekusių duomenų skaičius). 

Sugrupuoti duomenys dažnai pateikiami ir vertikaliose lentelėse (3.3 
pavyzdys). 


IMTIES PLOTIS 


3.1 apibrėžimas 
Imties pločiu vadinamas didžiausios ir mažiausios imties reikšmių 


skirtumas. 


Imties plotis žymimas raide r. Tai vienas iš imties išsibarstymo dydžio 
matų. 

Pavyzdžiai. 3.1 pavyzdžio imties plotis 

r-6-1-5. 
Rasime tokios sutvarkytos imties plotį: 

x122, х= 19, хз = 20, х, = 25, xs = 30. 
Remiantis 3.1 apibrėžimu, šios imties plotis 
r= x;— Ху = 3830 -2= 28. ш 


IMTIES CENTRAS 


3.2 apibrėžimas 
Imties centru vadinamas didžiausios ir mažiausios imties reikšmių 


aritmetinis vidurkis. 


Imties centras — taško, apie kurį išsibarsčiusios imties reikšmės, skaitinė 
charakteristika. Jis žymimas raide c. 
Pavyzdžiai. 3.1 pavyzdžio imties centras 
ӨЛ 


с=——= 8,5 . 
2 
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Imties 
Хі-2, х= 19, хз= 20, х, = 25, х5 = 30 
centras 
3042 
mu Ag 


Pagrindinės ir dažniausiai vartojamos imties skaitinės charakteristikos — 
imties vidurkis ir dispersija. 


Xs +X 
e=— — = 16. m 


IMTIES VIDURKIS 


3.3 apibrėžimas 
Imties ху, х, .., x, vidurkiu vadinamas aritmetinis vidurkis 


n 
Zl 1 
х =— (x кочи) соо У. 
" fo ded 


Norint pabrėžti imties vidurkio priklausomybę nuo n, vartojamas žy- 


mėjimas X. | 
Sugrupuotos imties vidurkis skaičiuojamas pagal formule: 


k 
x b 1 
х=— (yn + Yana + ...+ ур) = — ij; 
„O 1 + ana Ут) 2, yini (3.2) 


i=l 
čia k - grupių skaičius. 
Pavyzdys. Apskaičiuosime 3.1 pavyzdžio imties vidurkį: 


#= ү -(@+6+4+6+5+2+1+2+3+1)=3,2. ë 


Taikant sugrupuotos imties vidurkio (3.2) formule, tos pačios imties vidur- 
kis skaičiuojamas taip: 


ž=150:2+2-3+3-1+4-1+5-14+6-2)=3,2 : 


(3.2) formulė ypač patogi tada, kai duomenų skaičius daug didesnis už grupių 
skaičių. 

Anksčiau apskaičiavome atsitiktinio dydžio X, reiškiančio atsivertusių 
akučių skaičių, vidurkį EX = 3,5. Šis vidurkis statistikoje vadinamas teoriniu. 
Tai pastovus skaičius. Imties vidurkis, pakartojus tą patį bandymą, gali būti 
jau kitas, t.y. imties vidurkis yra atsitiktinis dydis. Be to, kiekvieną kauliuką 
galime mesti ne 10, o 100 ar 1000 kartų. Tikimybių teorijoje įrodoma: jei 
kauliukas taisyklingas, tai, didinant bandymų skaičių n, imties vidurkis X 
artėja prie vidurkio EX. Tokios teoremos vadinamos didžiųjų skaičių dėsniu. 
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Pavyzdys. Skaitiniu charakteristiku palyginimas. Sakykime, кад duota 
sutvarkyta imtis: 1, 20, 22, 23, 26. Sios imties centras 
2641 
c= 
2 


с 13,5, 
o vidurkis 


%-20%20%22423426)-18,4. 


Matome, kad šiuo atveju imties vidurkis geriau apibūdina tašką, apie 

kurį išsibarsčiusios imties reikšmės, nei imties centras. ш 

Jau žinome ir kitą atsitiktinio dydžio X skaitinę charakteristiką — atsi- 
tiktinio dydžio dispersiją DX. Tai atsitiktinio dydžio reikšmių išsibarstymo 
matas. Atitinkamas imties išsibarstymo matas yra imties dispersija. Imties 
dispersija nusako stebėjimo duomenų išsibarstymo dydį apie konkretų tašką 
— imties vidurkį. 


IMTIES DISPERSIJA 


3.4 apibrėžimas 


Imties xj, xo, .., x, dispersija vadinama duomenų skirtumų nuo 
imties vidurkio kvadratų suma, padalyta iš п-1. Imties dispersija 
žymima 87 ir apskaičiuojama pagal formule: 


> (xi - x)?, (3.3) 


k=l 


5° = 


Е (са — X)” + (x2 - x) +... (x, — X)2) = + 


Sugrupuotiems duomenims taikome formulę: 


k 
4 1 cag L: е“. 1 We 
ghe cci (Qi — X) + (ys — x) ng +... + (уь — X) n) = 23 У (уг = х)?т;. (3. 4) 
= ELIT! 


Pastaba. Kartais (3.3) ir (3.4) formulėse vietoj n—1 imamas n. Dalijant 
iš n-1, tiksliau įvertinama teorinė (tikroji) stebimo atsitiktinio dydžio disper- 
sija. 

Pavyzdys. Apskaičiuosime 3.1 pavyzdžio imties dispersiją. Remiantis 

(3.3) formule, 


1 2 
52= z- 3,5)? + (6 – 3,5) + (4 — 8,5) + (6 – 3,5) + (5 — 3,5)°+ 
+ (92 3,5)2+ (1 — 3,5 + (2 — 3,5? 4 (3 — 3,5? + (1 — 3,5?) = 56/15 = 3,733. 
Taikydami sugrupuotų duomenų (3.4) formule, skaičiuojame taip: 
1 T 
52 = 3 I 85.9 4-23) 34 00-85) 55 + 
+ (5 3,5)? + (6 —3,5)2. 2) = 56/15 = 3,733 . 
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Atsitiktinio dydžio, reiškiančio kauliuko atsivertusių akučių skaičių, 
dispersija lygi 35/12 = 2,9167. ш 


3.5 apibrėžimas 
Imties x, Хә, ..., x, vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu, arba tiesiog 
kvadratiniu nuokrypiu, vadinama kvadratinė šaknis iš imties disper- 
sijos. Jis žymimas raide s. 


Pavyzdys. 3.1 pavyzdžio imties vidutinis kvadratinis nuokrypis 


s=v/56/15 =1,93. m 


Imties dispersijos skaičiavimą palengvina formulė: 


2 


ХА У) | (3.5) 
іші 1 


іш іші 


De&iniaja (3.5) lygybės puse lengviau apskaičiuoti ir skaičiuokliu. 


UŽDAVINIAI 


1. Duota imtis: 5, 2, 1; 1, 3. Apskaičiuokite imties plotį r, centrą c, vidurkį x, 
dispersiją s? ir kvadratinį nuokrypį s. 

2. Duota imtis: 0, 1, 1, 3, 1, 2, 2, 1. Apskaičiuokite imties skaitines cha- 
rakteristikas r, c, X, s“ ir s. 

3. Šeši mokiniai skaičiavo raidžių A ir Ž dažnius įvairiuose tekstuose. 

a) A raidės dažniai: ia 

0,0978; 0,0777; 0,087::0,1175; 0,0808; 0,0923. 

b) Z raidės dažniai: 

0,0076; 0,0065; 0,0073; 0,0103; 0,0064; 0,00601. 

Apskaičiuokite abiejų imčių skaitines charakteristikas: r, c, x, s? ir s. 
Naudokitės skaičiuokliu ir (3.5) formule. 

4. Duota imtis: 1, 3, 100 , 102 , 105 , 109. Apskaičiuokite imties centrą ir 
vidurkį. Kuri charakteristika šiai imčiai yra tinkamesnė? 

5. Meskite lošimo kauliuką 10 kartų ir pasižymėkite atsivertusių akučių skai- 
čius. Apskaičiuokite imties vidurkį x = уу. Kartokite bandymą dar 19 kartų. 
Gausite naują vidurkių imtį y;, Y2, ..., yv. Nubrėžkite šios imties histograma. 

6. Mokiniai A ir B pro mikroskopą stebėjo tą pačią bakterijų koloniją. Abu 
skaičiavo bakterijas po 4 kartus. Stebėjimo duomenys surašyti lentelėje: 


Stebėtojas Bakterijų skaičius 


а | | а 
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10. 


11. 


12. 


Apskaičiuokite abiejų imčių skaitines charakteristikas X, 57, s. Kuris mo- 
kinys geriau skaičiavo? 

Įrodykite (3.5) formulę. 

Apskaičiuokite 3.2 pavyzdžio (p. 69) imties vidurkį X, dispersiją s ir kvad- 
ratinį nuokrypį 5. 

Farmacininkai tyrė, per kiek minučių ištirpsta piliulė. Jie gavo imtį: 

15 18 19 21 23 26 17 18 24 20 13 10 16 1 9 
12 14 10 19 13 20 15 11 18 15 21 12 19 18 22 
Nubrėžkite histogramą ir apskaičiuokite imties skaitines charakteristikas 

X, s? ir s. 

Draudimo kompanija surinko duomenis apie apdraudžiamų automobilių 
kainą (tūkst. dolerių): 

2,0 3,0 2,4 1,7 2,4 2,7 3,4 9,9 6,4 1,0 
1,5 1,3 2,1 4,4 5,8 5,6 3,3 2,0 1,0 1,5 
3,5 3,4 1,7 2:5 0,5 1,6 1,4 5,0 2,2 3,1 
1,6 2,2 1,1 1,4 1,8 1,4 

Nubrėžkite histograma ir apskaičiuokite imties skaitines charakteristikas 
X, s? ir s. 

Nubrėžkite 3.3 pavyzdžio (p. 72) imties histograma. Apskaičiuokite imties 
vidurkį X ir dispersiją s?. 

Tiriant medienos išteklius, buvo skaičiuojami medžiai, kurių kamieno 


skersmuo didesnis nei 30 cm. Suskaičiuoti penkiasdešimties atsitiktinai 
parinktų 1 ha ploto miško sklypų medžiai: 


4 5 4 6 2 4 3 5 8 2 
5 6 5 4 1 5 0 5 3 5 
H 4 2 4 3 6 5 4 4 4 
4 3 4 3 6 5 7 8 7 6 
6 5 9 2 8 7 4 4 5 6 


Nubrėžkite histogramą. Apskaičiuokite imties vidurkį, dispersiją ir vidutinį 
kvadratinį nuokrypį. 


3.3. DAŽNIS IR TIKIMYBĖ 


Sprendžiant sudėtingus gamtos mokslų ir technikos uždavinius, ne visada 


pavyksta rasti įvykio tikimybę naudojantis tikimybės apibrėžimu. Pavyzdžiui, 
kaip apskaičiuoti tikimybę, kad atsivers nesimetriškos monetos herbas Arba 
per tam tikrą laiką skils radiaktyvus atomas? 
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3.6 apibrėžimas 
Sakykime, kad n bandymų serijoje įvykis A įvyko v kartų. Įvykio A 


statistiniu dažniu, arba tiesiog dažniu, vadiname santykį V/n. 


Atsitiktinio įvykio tikimybė apskaičiuojama neatliekant bandymo arba 
laikoma iš anksto duota. Dažnį galima apskaičiuoti tik remiantis atlikto ban- 
dymo duomenimis. Stebimo atsitiktinio įvykio pasikartojimų skaičius ir dažnis 
yra atsitiktiniai dydžiai. 

Meskime monetą 10 kartų. Suskaičiuokime, kiek kartų atsivertė herbas 
(įvykis A). Jei tai įvyko 6 kartus, tai įvykio A dažnis lygus 0,6. Herbas galėjo 
atsiversti ir 2 kartus. Tada dažnis lygus 0,2. Tais atvejais, kai žinoma teorinė 
įvykio A tikimybė (monetos ar kauliuko metimas), galima teorinę tikimybę 
palyginti su to paties įvykio statistiniu dažniu. Jau seniai pastebėta, kad, 
didinant bandymų skaičių, statistinis įvykio dažnis artėja prie to įvykio 
tikimybės. Ši dažnio savybė neretai vartojama ir nežinomai įvykio tikimybei 
apibrėžti: skaičius, prie kurio artėja įvykio dažnis didinant bandymų skaičių, 
vadinamas įvykio tikimybe, arba statistine tikimybe. 

Pavyzdys. Matematikas Dž. Kerichas (J. E. Kerich) Antrojo pasaulinio 

karo metu buvo internuotas. Turėdamas laiko, jis eksperimentavo mė- 

tydamas monetą. Per 10 serijų po 1000 metimų herbas atsivertė ati- 
tinkamai 502, 511, 497, 529, 504, 476, 507, 528, 504, 529 kartus. Matome, 
kad gauti skaičiai yra artimi 500, nors nė vienas jų nelygus 500. Tą patį 
bandymą atliko prancūzų gamtininkas ir rašytojas G.de Biufonas (George 
Lonuies de Buffon, 1707-1788) bei anglų matematikas ir statistikas K. 
Pirsonas (Karl Pearson, 1857-1986). Pateiksime kai kuriuos rezultatus: 


Bandytojas Bandymų Kiek kartų atsivertė Dažnis 
skaičius herbas 


Biufonas 


Kerichas 
Pirsonas 
Pirsonas 


Dabartinėmis sąlygomis panašius bandymus galima atlikti pasitelkus 
kompiuterį ar skaičiuoklį, galintį generuoti atsitiktinius skaičius. m 


UŽDAVINIAI 


13. Meskite monetą 10, 50 ir 100 kartų. Apskaičiuokite herbo atsivertimo 
dažnį. Palyginkite gautą rezultatą su klasės draugų rezultatais. Apskai- 
čiuokite visų bandymų bendrą dažnį. Tą patį bandymą atlikite su lošimo 
kauliuku, apskaičiuokite 6 akučių atsivertimo dažnį. 

14. Apskaičiuokite raidžių a, b, i, 2 dažnį 10—yje literatūrinio teksto puslapių. 
Kad būtų paprasčiau, skaičiuokite tik pilnų eilučių raides. Palyginkite savo 
rezultatą su klasės draugų gautais rezultatais. Apskaičiuokite kiekvienos 
raidės bendrą dažnį. 
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3.4. NORMALUSIS SKIRSTINYS 


Šiame skyrelyje supažindinsime su dažniausiai pasitaikančiu stebėjimo 
duomenų pasiskirstymu. 

Pateiksime elektroniniu skaičiuokliu atlikto bandymo rezultatus. Mo- 
deliuojamas toks bandymas. Moneta metama 100 kartų ir stebima, kiek 
kartų atsivers herbas. Tai atsitiktinis dydis X, galintis įgyti sveikąsias 
reikšmes nuo O iki 100. Bandymas modeliuojamas naudojantis atsitiktiniais 
skaičiais, tolygiai pasiskirsčiusiais intervale [0; 1], t.y. skaičiuoklis pateikia 
atsitiktinius skaičius tarp 0 ir 1 ir tokius, kad tikimybė gauti skaičių iš 
intervalo [a; b] c [0; 1] lygi b - a. Atliekant šį bandymą laikoma, kad atsivertė 
herbas, jei skaičiuoklis „pasirinko“ atsitiktinį intervalo [1/2; 1] skaičių. 
Bandymas — monetos metimas 100 kartų — kartojamas n = 10, 100, 500, 1000 
ir 10 000 kartų. Stebimo atsitiktinio dydžio X reikšmės pasikartojimų skaičius 
žymimas nj. 


zieje ele mln 


Pasikartojimu Santykinis 
Skaicius (daZnis) n; dažnis f, 


42 44 46 48 50 52 54 56 


3.2 pav. 
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Apskaičiuojamas (3.6) imties vidurkis ir dispersija. Taikomos sugrupuotos 
imties (3.2) ir (3.4) formulės: 


r= (1-42 + 3.46 +1-48 + 1.49 + 8-50 + 1:51) = 47,8, 


1 I 
5° = a ((42 — 47,8? + 3(46 47,8? + (48 — 47,8)? + (49 - 47,8)? + 
+ 3(50 47,8? + (51 — 47,8)2) = 7,73, 

s = 2,78. 


Histogramoje (3.2 pav.) duomenys negrupuoti, todėl vietoje patekusių į 
intervalą duomenų skaičiaus atidedamas atsitiktinio dydžio reikšmės pasi- 
kartojimų skaičius arba santykinis dažnis. 


38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 
5 5 


3.3 pav. 
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34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 


5 5 


3.4 pav. 


34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 
2s 


3s 


3.5 pav. 


6. 4096 81 


n = 10000 


32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 
2s 


3s 


3.6 pav. 


Jei vertikaliojoje ašyje žymimas santykinis dažnis, tai stulpelių bendras 
plotas lygus 1. Įdomu palyginti, kad stebėto atsitiktinio dydžio matematinė 
viltis EX = 50, o dispersija с2= DX = 25. Taigi, kai bandymų skaičius n didelis, 
s? = DX arba s = 6 = 5. Didinant bandymų skaičių, histograma tampa panaši 
į varpo pavidalo kreivę (žr. 3.3 - 3.6 pav.). Ta kreivė vadinama dažnio 
pasiskirstymo kreive arba atsitiktinio dydžio pasiskirstymo kreive. 
Histograma virsta kreive, kai atsitiktinis dydis (ūgis, masė, gaminamos detalės 
skersmuo) gali įgyti bet kurią nagrinėjamo intervalo reikšmę. 


Jaunuolių Santykinis 
skaičius Normalioji dažnis 
pasiskirstymo 
kreivė 


3.7 pav. 
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Dažniausiai praktikoje pasitaikanti atsitiktinio dydžio pasiskirstymo krei- 
vė ir yra varpo pavidalo. Ta kreivė vadinama normaliąja pasiskirstymo 
kreive, o tokią pasiskirstymo kreivę turintis atsitiktinis dydis - normaliuoju 
(3.7 pav). 


Pavyzdžiai. Normalusis skirstinys arba artimas normaliajam būdingas: 

a) to paties amžiaus ir lyties žmonių ūgiui, masei, krūtinės apimčiai; 

b) javų daigų skaičiui kvadratiniame metre, žirnių skaičiui ankštyje; 

c) gaminamų detalių labai tiksliai išmatuotam skersmens dydžiui. m 

Pirmieji normaliąją kreivę tyrė anglų matematikas A. Muavras (A. de 
Moivre, 1667-1754) ir žymus vokiečių matematikas K. Gausas (C. F. Gauss, 
1777-1855). Jie jau žinojo, kad normaliosios pasiskirstymo kreivės lygtis yra 


Е (x - m)? 


ф(х) = : e 
сул 


Matome, kad normalioji kreivė visiškai nusakoma dviem parametrais: 
simetrijos centro koordinate m (vidurkiu x) ir horizontaliosios ašies mastelio 
parametru o (kvadratiniu nuokrypiu s). 


o = 1/2 (s = 1/2) 


3.8 pav. 


Kuo didesnis stebėjimo duomenų išsibarstymas, tuo plokštesnė dažnio 
pasiskirstymo kreivė (žr. 3.8 pav.). Normaliosios kreivės ribojamas plotas 
visada lygus vienetui. 

Vienas pagrindinių statistikos uždavinių — rasti tikimybę, kad mus do- 
minantis atsitiktinis dydis pateks į kurį nors intervalą. Praktikoje tai atitiktų 
uždavinį: nustatyti, kurios dalies vyrų ūgis yra intervale [170; 180]. Žinant, 
kad stebimas dydis turi normalųjį skirstinį, tokias tikimybes galima rasti 
statistinėse lentelėse. Histogramos vaizdas parodo, ar tiriamasis skirstinys 
panašus į normalųjį, ar ne. 

Normalioji kreivė paprastai standartizuojama: pakeitus kintamąjį x, na- 
grinėjama kreivė, kurios parametras т = 0 іг o = 1. 
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STANDARTIZUOTA NORMALIOJI KREIVĖ 


3.9 pav. 


Ašis y brėžiama taip, kad taškas t = 0 sutaptų su normaliojo atsitiktinio 
dydžio vidurkiu EX = m arba imties vidurkiu x, о t ašyje atidedamas kvad- 


ratinių nuokrypių skaičius o= /DX arba imties kvadratinis nuokrypis s, t.y. 


з А TT s А x = x 2m 51% 
kintamasis x keičiamas kintamuoju £= arba, jei žinome teorinius pa- 
x- EX 
rametrus, t= . 
б 


3.9 paveiksle subrūkšniuotas plotas lygus tikimybei, su kuria normaliojo 


M reikšmės pateks į intervalą Га; b]. 


atsitiktinio dydžio Y= 


6 
Kadangi normalioji kreivė tiesės + = 0 atžvilgiu yra simetriška, tai len- 
telėje pakanka nurodyti kreivės ribojamų dalių plotus, kai t > 0. 


33 lentelė 


t — kvadratinių nuokrypių 
nuo vidurkio skaičius 


p - tikimybė, kad a.d.reikšmė 
viršys vidurkį daugiau nei £ 
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P(Y 2125) = 011 


3.10 pav. 


3.10 paveiksle subrūkšniuotas plotas randamas 3.3 lentelėje, kai 2 = 1,25. 
Jis lygus 0,11. 

Remiantis 3.3 lentele, randamos šios normaliojo atsitiktinio dydžio tiki- 
mybės. 

1. Tikimybė, kad X- x < G, lygi 0,84. 

Tikimybė, kad ІХ - x! < o, lygi 0,68. 

2. Tikimybė, kad IX — x < 20, lygi 0,96. 

Tikimybė, kad ІХ - x! < Зо, lygi 0,99. 

Kitaip tariant, jei surinkti duomenys yra normaliojo atsitiktinio dydžio X 
reikšmės, gautos iš nepriklausomų bandymų, tai 96% duomenų nenukrypsta 
nuo vidurkio daugiau nei per 20 (= 2s) (2 kvadratinius nuokrypius), o 9946 
duomenų nenukrypsta daugiau nei per 30(= 35). Didesnė normaliosios kreivės 
plotų lentelė pateikta knygos pabaigoje. 

3.4 pavyzdys. Remdamiesi 3.2 pavyzdžio (p. 69) duomenimis, apskaičiuosime 
tikimybę, kad atsitiktinai pasirinkto jaunuolio ūgis bus intervale [170; 
180]. Randame vidurkį x = 174,7 ir kvadratinį nuokrypį s = 9,2. Ap- 
skaičiuojame standartinio normaliojo dydžio reikšmes, atitinkančias reikš- 
mes 170 ir 180: 


170-174,7 
EU. aad did 
7i 9,2 , 
180- 174,7 
адра 
Уз 9,2 2 


Todel 
P(170 < X < 180) = P(-0,51 < Y < 0,58) = 
=P(-0,51 < Y < 0) + P(0 < Y < 0,58) = 
=P(0 < Y < 0,51) + РО < Y < 0,58) = 0,19 + 0,22 = 0,41. (3.7) 

(3.7) tikimybes randame normaliosios kreivės plotų lentelėje (žr. p. 91). 
Taigi, remdamiesi 3.2 pavyzdžio duomenimis, galime teigti, kad 4196 
jaunuolių ūgis yra intervale [170; 180]. Sprendžiant realius šio tipo už- 
davinius, imtis turėtų būti didesnė. m 
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UZDAVINIAI 


15. Normalųjį atsitiktinį dydį, reiškiantį jaunuolio ūgį, pažymėkite X. Rem- 
damiesi 3.2 pavyzdžio duomenimis, apskaičiuokite tikimybes, kad: 
a) X 2 170; 
b) 160 < X < 170; 
c) X < 180. 
16. Remdamiesi 9 uždavinio (žr. p. 77) duomenimis, apskaičiuokite tikimybes, 
kad piliulės tirpimo laikas X yra: 
a) X 2 17; 
b) 17 € X с 20; 
c) X 2 20. 
Laikykite, kad atsitiktinio dydZio X skirstinys yra normalusis. 
17. Raskite standartinės normaliosios kreivės ribojamą plotą į dešinę nuo 
taško: 
а) 1,5; b) -1,5; c) 0,8; d) 0,2; e) 4. 
18. Raskite standartinės normaliosios kreivės ribojamą plotą į kairę nuo taško: 
a) 0; b) 1,2; c) -3; d) 3; e) -0,5. 
19. Raskite standartinės normaliosios kreivės ribojamą plotą tarp taškų: 
a) 1,2 ir 1,9; b) -1,25 ir 1,25; c) -1 ir 2. 
20. Normaliojo skirstinio vidurkis lygus 100, o kvadratinis nuokrypis — 20. 
Raskite 5105 normaliosios kreivés ribojama plota: 
a) į kairę nuo 75; 
b) į dešinę nuo 200; 
c) tarp 50 ir 150. 
Raskite skaičių x tokį, kad plotas į dešinę nuo x būtų 0,05. 


3.5. STATISTINES HIPOTEZĖS 
SAVOKA 


Tarkime, kad, metant moneta, 5 kartus iš eilės atsivertė ta pati jos pusė. 
Šiuo atveju galima suabejoti monetos simetriškumu ir vienalytiškumu. Arba, 
metant lošimo kauliuką, šešios akutės atsivertė 10 kartų iš 12. Ir vėl galima 
įtarti, kad ne visų sienų atsivertimo tikimybės yra vienodos. Tai, kad, esant 
įprastoms prielaidoms, įvyko įvykis, kurio tikimybė maža, verčia tomis prie- 
laidomis (monetos ar kauliuko simetriškumu) suabejoti. Tikrinamoji prielaida 
(ar prielaidos) vadinama nuline hipoteze ir žymima Но. Pavyzdžiui, 

Ho- tikimybė, kad, metant monetą, atsivers herbas yra lygi tikimybei, 

kad atsivers skaičius. 

Tikimybė, kad 5 kartus atsivers herbas, lygi (1/2)? = 0,031. Tikimybė, kad 
5 kartus atsivers ta pati monetos pusė, lygi (1/2)? + (1/2)? = 0,062. 

Jei hipotezę H, tikrinančio įvykio tikimybė maža, tai tą hipotezę at- 
metame. Ar tikimybės 0,031 arba 0,062 yra mažos? Vartojamos kelios stan- 
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dartinės hipotezę tikrinančio įvykio tikimybės: 0,05; 0,01; 0,001. Šios tikimybės 

vadinamos hipotezės reikšmingumo lygmeniu ir pasirenkamos atsižvelgiant į 

tai, ar dideli bus nuostoliai padarius klaidą. 

3.5 pavyzdys. Sakykime, kad tikimybė per žiemą susirgti bent viena iš per- 
šalimo ligų yra 1/2. Bandomi nauji skiepai ir tiriama jų įtaka žmogaus 
atsparumui peršalimo ligoms. Paskiepyta ir stebima 12 žmonių. Remiantis 
šių žmonių stebėjimu, reikia patikrinti hipotezę apie skiepų veiksmin- 
gumą. Kadangi duomenų apie skiepų veiksmingumą neturime, tai nulinę 
hipotezę Но suformuluosime taip: 


Н, - tikimybė, kad skiepytas žmogus susirgs, уга 1/2, t.y. skiepai ne- 
veiksmingi. 


Remiantis bandymo duomenimis, sudaroma hipotezę tikrinanti statistika 
— atsitiktinis dydis. Šiuo atveju pasirinksime nesusirgusių žmonių skaičių X 
(iš 12). Toliau nagrinėjama tikrinančios statistikos galimų reikšmių aibė, šiuo 
atveju: 0, 1, 2, ..., 10, 11, 12. Ta reikšmių aibė suskaidoma į dvi dalis: viena 
jų vadinama hipotezės atmetimo, arba kritine, sritimi, kita - hipotezės 
priėmimo sritimi, arba tikrinančios statistikos pasikliautinuoju in- 
tervalu. 


Н, priėmimo sritis 


Н, atmetimo sritis 


3.11 pav. 


Kritinė sritis randama pasirinkus hipotezės reikšmingumo lygmenį. Pa- 
sirinkime 0,05. 

Tardami, kad hipotezė H, yra teisinga, apskaičiuosime tikimybę, kad iš 
12 žmonių daugiau nei 10 nesusirgs peršalimo ligomis: 

Р(Х > 10) = Р(Х = 10) + Р(Х = 11) + Р(Х = 12) = 
= СІ 1/2)? + си (1/2)? + (1/2)? = 0,016 + 0,003 + 0 = 0,019. 

Kadangi P(X = 9) = 0,054 > 0,05, tai į hipotezės H, atmetimo sritį pateks šios 
tikrinančios statistikos reikšmės: 10, 11, 12 (3.11 pav.). 

Taigi jei iš 12 skiepytų žmonių bent 10 nesusirgs, hipotezę H, (kad skiepai 
neveiksmingi) atmesime. Jei nesusirgs mažiau nei 10 žmonių, tai hipotezės Ho 
atmesti negalėsime. m 
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Statistikai, spręsdami realius uždavinius, kai stebėjimo duomenų skaičius 
yra didelis, naudojasi įvairių skirstinių lentelėmis. Tada pakanka žinoti tik 
tikrinančios statistikos skirstinį. Binominių tikimybių lentelės iki n = 12 
pateiktos p. 92. Šiuo atveju turėjome binominį skirstinį. Dažnai tikrinančios 
statistikos turi normalųjį skirstinį, o rasti be lentelių normaliojo dydžio pa- 
sikliautinąsias sritis yra sudėtinga. 


UŽDAVINIAI 


21. Metant lošimo kauliuką 12 kartų, 6 akutės iškrito 5 kartus. Patikrinkite 
hipotezę, kad kauliukas yra simetriškas. Reikšmingumo lygmuo 0,05. 
Nurodymas: tikrinanti statistika — tos pačios sienos atsivertimų 
skaičius X. 

22. Žmogus gali važiuoti į darbą autobusu arba troleibusu ir važiuoja tuo, kas 
pirma pasitaiko. Žmogus sako, kad tikimybės važiuoti į darbą autobusu ir 
troleibusu yra lygios. Per 14 dienų tik 5 dienas į darbą jis važiavo 
autobusu. Ar jo hipotezė atmestina? 

23. Gerai sureguliuoto džemo pilstymo automato įpilamo džemo kiekis norma- 
liai pasiskirstęs su vidurkiu 100 ir kvadratiniu nuokrypiu o = 5. Raskite 
pasikliautinąjį intervalą tikrinti hipotezei, kad automatas gerai sure- 
guliuotas. Reikšmingumo lygmuo 0,05. 


ATSAKYMAI 


SKYRIUS 


KOMBINATORIKOS 

PRADMENYS 

1.72; n; 720; 990. 2.24. 3.60. 4. 720. 5. 48. 6. 90000. 7. 720; 480. 8.3360. 9. a) 216; 
b) 120. 10. а) 6720; b) 32 768. 11. 24; 36. 12. 13 800; 6 375 600. 13. 56. 14. 144. 15. 199. 
16. 1980. 17. 1200. 18. 45. 19. 838. 20. 1885. 21. 84; 330; 5005; 13 983 816. 22. 56. 23. 560. 
25. 3300. 26. 20. 27.10. 28.1140; 171. 29. 120; 1. 30. 28800: 31. 170; 10. 32. 10. 33. 1680. 
34. 70. 35.2903040. 36. 101; m9; 100m??n; 4950m?*n?. 37. Cx"; СО 39, 0,94; 1,02. 


3n Я 
41. Jei r = yra sveikasis skaičius, tai yra du lygūs didžiausi nariai: С, 3/4" ir C/*13'*!/4". 


-1 
Kitais atvejais didžiausias narys уга C/*13"*!/4", kai r yra skaičiaus sveikoji dalis. 43. 2. 


44. 25. 45. —6. 46. 400. 47. 31. 48. 1 + p « p? « p? « p* « p". 49. 4a411. 50. 50. 51. 100. 52. 6х2+55. 


SKYRIUS 
TIKIMYBIU TEORIJOS 
PRADMENYS 


1.1/6; 1/2; 1/3. 2.2/5. 3.a) 5/11; b) 6/11. 8. 1⁄8. 9.4/9; 5/9; 4/9; 1/3. 10. 1/36; 1/18; 1/12; 
1/9; 5/36; 1/6; 5/36; 1/9; 1/12; 1/18; 1/36. 11. a) 1/3; b) 1/3; c) 1/2. 12. 1/120. 13. 4/9. 14. 1/45. 
С o C5 Cio + Cs Cis + Cs Cis + СС _ 5137 
C» СВ 8398 


15. 1/5. 17.а) 3/5; b) 2/5; c) 48/95; 4) = 0,6117. 
18. Įvykį: pirmasis ligonis pasirinko i-tąjį, o antrasis — j-tąjį (i, j = 1, 2) gydytoją pažymėkime 
G;G;. Tada: а) E, = (АС, E; = Суб», E; = (оС, E, = СС»; b) A = (GG, 6:61 = E; ә Ex; 
© Р(Е,) = Р(Е)- P(E,) = P(E,) = 14, P(A) = 1/2. 19. a) Trijų elementu (A, В, C) kėlinio 
sudarymas; b) E, = ABC, E; = ACB, E; = BAC, E, = BCA, E; = CAB, E; = CBA; c) 1/3, 1/3. 
20. 2/3; 1/3. 21. 1/2; 1/3; 1/6. 22. 1/4; 1/4; 1/2. 23. P(A,) = 0,9; P(A,) = 0,65; P(A,) = 0,45; P(A,) = 
= 0,3; Р(А;) = 0,1; P(B) = 0,35; P(C) = 0,55; P(D) = 0,35. 24. а) 0,95; b) 0,45; c) 0,25; d) 0,75; 
е) 0,65. 26. a) 3/8; b) 5/8; с) 5/8; d) 3/8; е) 3/4; f) 1/4. 27. А = А, n A, n Аз; B= Аүс\ А» n Аз; 
С = À, U А, о Аз; р = A, A; U As; F = (А, ПА) о (А, n Аз) о (À, л А); G = (Ai Ag) U 
U (A, n Аз) U (A, n Аз), Н- A; As. 28. а) B; b) A; c) B; d) C; e) D; ќар. 29. 2". 30. Taip; 
12. 33. a) 1/18; b) 4/9; c) 4/9; d) 1/2; e) 1/2. 34. 13/20. 36. a) 1/8; b) 3/8; c) 3/8; d) 1/8. 
37. 1/24, 1/3, 1/4, 5/8, 0, 38; E = А Oo B С o G, Е = D o G. 39. a) 2/5; b) 3/5; 
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с) 1/5. 40. (k-1)/66. 41. а) 1/8; b) 7/8; taip. 43. 1/6. 44. 3. 46. 0,96059601. 47. p > 0,99? = 0,9791. 
48. а) 0,985; b) 0,14; c) 0,425. 49. a) 1/2; b) 1; с) 1/2; d) 1/6; e) 1/6; f) 1/8. 50. P(A IB) =1, nes 
Ас В = В. 51. 79. 52. а) 0,1; b) 0,5; с) 1/3; d) 0,5; е) 0,25; f) 0,75; в)1/7; Һ) 2/3; i) 6/7. 
53. 1/2. 54. a) 1/2; b) 1/2. 55. 0,25. 56. 36/115; 19/115; 60/115. 


ЕХ = 0, DX = 100. 


| е | 28 | 13| Ex-o DX = 200. 


59. ЕХ = 83; DX = 389 EY = 12 DY = 31/12; EZ = 0; DZ = 17/3. 60. 35/12. 
61. EX = 138; DX = 4764; EY = 14 DY = 064. 64. a) 96/625; b) 624/625. 
65. а) 1, 1/4; b) 1/2. 66. 19/127. 67. а) 2(4/5) = 0,268; b) (1/5)? = 1,024-1077. 68. 0,2. 
69. а) 8/27; b) 8/81; с) 11/27, 1/9. 70. a) 4 iš 5; b) bent 4 iš 5. 71. a)-d) įvykiai nėra nepriklausomi. 


SKYRIUS 
3 TIKIMYBIU TEORIJOS 


PRADMENYS 


1.4; 3; 2,4; 2,8; 1,673. 2. 3; 1,5; 1,375; 0,839; 0,916. 3. a) 0,0398; 0,0976; 0,9218; 0,0002; 
0,0144; b) 0,00429; 0,008155; 0,00735; 2,438-10“: 0,00156. 4. 55; 70; vidurkis. 6. A: х = 50; 
sŽ=3,33; B: x = 50; s? = 30. Geriau skaičiavo A, nes jo rezultatai mažiau išsibarstę. 8. 174,7; 
83,96; 9,163. 9. 16,63; 20,38; 4,51. 10. 2,717; 3,552; 1,885. 11. 57,225; 3,512. 12. 4,46; 3,437. 
15. a) 0,695; b) 0,41; c) 0,281. 16. a) 0,467; b) 0,24; c) 0,228. 17. a) 0,067; b) 0,933; c) 0,212; 
d) 0,421; е) 0. 18. a) 0,5; b) 0,885; с) 0,001; d) 0,999; e) 0,308. 19. a) 0,086; b) 0,788; с) 0,818. 
20. a) 0,106; b) 0; c) 0,988; 132,8. 21. Ne. 22. Ne, hipotezei atmesti néra pagrindo. 23. [90,2; 
109,8]. 


Priedas 


NORMALIOSIOS KREIVĖS PLOTAI 
AQ) 


А(-у) = A(y) 
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BINOMINIU TIKIMYBIU P,(£) LENTELĖ 
P.(k)= Схрча — p)" "P 
Р„(Ё) = P,(k, p) = P, ,(n—k, 1-р) 
P, (2, 0,2) = P,(3, 0,8) = 0,205 
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